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Abstrak: Andaikan A melambangkan kelas fungsi analisis f pada cakera unit terbuka
. U={z:|z|<]l} dan temormalkan supaya f(0)=0=f'(0)~1. Untuk « >0dan B <1, kelas
R(a,B)={fe€A: N[ f'(2)+azf"(2)]> B, zeU}mengitlakkan kelas-kelas yang telah dikaji oleh
beberapa tokoh matematik. Dengan menggunakan kaedah konvolusi, kita membangunkan perwakilan
kamiran bagi setiap fungsi f € R(a, ). Prinsip subordinasi pula menghasilkan / dalam sebutan o

- yang menjamin R(a, f) terdiri daripada fungsi-fungsi univalen. Beberapa sifat kelas R(a, ) akan
diperincikan. Di antaranya, kita memperoleh batas terbaik bagi setiap pekali fungsi
f(@)=z+%7 ,a,z" €R(a,) dan menentukan batas terbaik untuk fungsian Fekete-Szegd,

Ia3 —u azzl, dengan u suatu nombor nyata.

Katakunci:  Fungsi univalen, perwakilan kamiran, batas terbaik pekali, fungsian Fekete-Szegs.

1. Pengenalan

Andaikan A melambangkan kelas fungsi analisis f pada cakera unit U ={z:|z|<1} dan
ternormalkan supaya f(0)=0= f'(0)-1. Lambangkan dengan S subkelas kepada A yang terdiri

daripada fungsi-fungsi univalen, iaitu, fungsi yang memetakan U secara satu dengan satu ke dalam
satah kompleks. Untuk a > 0dan g <1, takrifkan kelas

R(@,p)={feA:Mf' (@) +azf"(2)]> B, zeU}.

Kelas ini merupakan pengitlakan kelas yang telah dikaji oleh beberapa tokoh matematik seperti Krzyz
(1962), Chichra (1977), Singh & Singh (1989), Mocanu (1986), Todorov et al. (1990), serta Fournier
& Ruscheweyh (1994). ,

Dalam makalah ini, kita akan membangunkan perwakilan kamiran bagi setiap fungsi
feR(a,p). Justeru itu fungsi dalam kelas ini dinamakan sebagai fungsi yang dijana oleh

pengoperasi kamiran. .
Umumnya fungsi-fungsi feR(a,B) tidak semestinya univalen. Chichra 1977)

membuktikan bahawa jika feR(1,0), maka Ny f'(z)>0 bagi zeU, dan dengan demikian,
R(a, ) Dengan a ditetapkan, timbul persoalan untuk mendapatkan nilai J terkecil yang
menjaminkan R(a, f) < S, iaitu, masalah untuk mendapatkan nilai

Bs =inf {B:R(a, B) < S}. (1.1).

Untuk a=1, Ali (1994) telah memberi penyelesaian lengkap dengan menunjukkan bahawa
Bs =(1-log4)/(2 -log4) = -0.6294.



©

Daripada perwakilan kamiran kelas R(a, f3), kita akan memperolehi nilai ;. Kita juga akan
menunjukkan bahawa R(a, §) merupakan kelas fungsi yang menyusut terhadap S. Seterusnya batas

terbaik bagi setiap pekali fungsi  f(z)=z+3, ,a,z" €R(a, ) akan ditentukan, selain
mendapatkan batas terbaik untuk fungsian Fekete-Szegd , |a3 - ,ua22| , dengan 4 suatu nombor

nyata.

2. Pendahuluan

Jika f(2)= Eanz" dan g(2)= Eb,,z" adalah analisis pada |z|< R, maka hasil darab
n=0 n=0

Hadamard atau konvolusi f * g ialah fungsi analisis yang ditakrifkan oleh siri kuasa

(f *g)2)= Zoa,,b,.Z", |z|<R.
n=
Kita memerlukan beberapa keputusan berikut dalam pengkajian kelas R(a, ).

Lema 1 (Ali 1992). Andaikan f € R(a, B). Maka

@ Nyr@s1+20-p3E ey
n=l1+an
& mIDo1i0-pE—CV e
z

w11+ )1+ an)’
Kedua-dua anggaran ini adalah terbaik. Kenyataan ini dapat dipamerkan menerusi fungsi ekstremum
fe € R(a, f) yang ditakrifkan sebagai

© z n+}

L(2)=z+2(1- —_— 2.1
Je(2)=2+2( '8),,%1(1+n)(1+an) 2.1)
Lema 2 (Singh & Singh 1989). Jika  P(z) analisis pada U, P0)=1, dan

Ny P(2)>1/2, zeU, maka untuk sebarang fungsi F yang analisis pada U , nilai-nilai (P * F)(z)
terletak dalam hul cembung F(U).

3 Perwakilan kamiran

Teorem 1. Dengan a=1/(c+1), c>-1, dan f<), setiap fungsi feR(a,f) dapat
diungkapkan dalam bentuk

£2)= e+ D gley 6.1
0
dengan ge Py g =the A: Ny h'(z) > B,zeU}.

Bukti. Untuk f € R(a, B), tuliskan f'(z) + azf"(z) = g'(z). Maka g € F, 4. Perhatikan bahawa

dal & 1
Z[Z"f '(z)]=j‘l;z" ‘gz = f'@=y()*g'(2), w(x)=

Mengamirkan, diperolehi



1

z 1
f(@)=2y(2)*g(2) = g;..—zg(g)d;=(c+1)£,c-lg(tz)d,_ 0

L]
mﬂ

Teorem di atas juga menunjukkan bahawa setiap fungsi f € R(c, #) mematuhi persamaan
pembezaan linear peringkat pertama
#f'(2) +¢f(2) = (c + 1)g(2).
Perwakilan kamiran fungsi f e R(a,f) digunakan untuk mencirikan beberapa sifat kelas

R(a, B).

~ Teorem 2. Andaikan f € R(a,B) dan fg seperti dalam (1.1), maka nilai Bg memenuhi
persamaan ' '

285 ~1 1

=l[ dt.
2(Bs -1 ol+t”
- Bukti. Katalah A(B8)={f:R(a,B)c S}, dan f € R(a,f).Lema 1(a) menghasilkan
, ® (=1)" L] 280-1 1 1
Ny fl(2)>1+2(1- )T ——=2F~-1+2(1- f)[——dt =0 & = dt
n=1l + om ol+1% 2(Bo-D ol+:®

Teorem Noshiro-Warschawski (Goodman, 1983) menghasilkan S, dalam sebutan « yang
mempastikan bahawa f adalah univalen, iaitu, feS. Oleh kerana S, € A(f), maka By < f,.

Untuk A< f,, fungsi f, € R(a,f) yang diberikan oleh (2.1) adalah tak univalen secara
setempat, iaitu, S< By = [eA(B). Justeruitu Bg =fy. O

Untuk a =1, Teorem 2 menghasilkan keputusan yang dicapai oleh Ali (1994).

Teorem 3, Jika y > a 20, maka R(y, f) < R(a, B).

Bukti. Jika =0 dan f € R(y, ff), makd Lema 1(a) menghasilkan

Nyf’(z)>2/3—1+2(1—ﬂ)][Ldt>2/3-1+2(1-,3)(l]=/3,
ol+t7 2) ¢

iaitu, f e R(0, ). Oleh sebab itu, R(y, #) < R(0, §).
Andaikan a >0 dan y > a. Diperoleh )

Ny[f*(@) + aaf"(2))= Ny {%[(g - 1]f'<z) @)+ rzf"(z)]} > 5}[(% - l)ﬂ + /3] =5,
iaitu, R(y, ) < R(a, B). O

Teorem 3 ini menunjukkan bahawa R(a, ) merupakan kelas fungsi yang menyusut-untuk
B yang ditetapkan. Seterusnya teorem berikut menunjukkan bahawa kelas R(a, #) adalah tertutup di
bawah operasi konvolusi. '

Teorem 4. Katalah f,geR(a,f) dan h(z) = f(2) * g(2). Maka heR(a,p) jfka

: PR

% <B<|dengan M=[t= log(l+1)dL.
0

| [
4(a-M)



Bukti. Dari sifat konvolusi, diperoleh

R'(z) + azh"(2) =[f (2) + aaf "(2)] * == g(Z)

Menurut Lema 1(b),

g()>1+2(1 ﬂ)z—i‘l—)"——_zﬂ 142024 ﬂ)[xa log(1 +#)dt .

=11+ n)(1+ am)
Bagi memenuhi hipotesis Lemna 2 , iaitu, Ny g(z)/z >1/2, kita mensyaratkan

28-1+ 2(1 'B)[t“ log(l+t)dt2%.

Ja-4M a .
Oleh sebab itu, 2 =1- . Memandangkan f € R(a, ), Lema 2 menghasilkan
ch sebab i, f2 22— =1- 2T gkan f R(@, ) gh

, C -
Ny[h'(z) + azh"(2)]> B jika 1 ———4(a_M)S,6<1. 0

4. Batas Pekali

Teorem 5. Andaikan f(2)=z+ ¥, ,a,2" € R(@, f). Maka

la, IS__Z(_I_’ﬂ__’
n(1+a(n-1))
Ketaksamaan ini adalah terbaik. Satu fungsi ekstremum ialah fungsi f, yang diberikan oleh (2.1),

n+l

iaitu, f,(z)=z+2(1- ,B)Z——-—— zel.

m1(L+ n)(1 + an)

n=273,--. “.1

Bukti. Daripada (3.1), setiap f € R(a, B) dapat diungkapkan dalam bentuk

f(@)=(c ‘+ 1)}1c_’g(tz)dt, a= -1—

c+1
Dengan g(z)=z+ Eb,,z diperoleh f(z)=z+ X ——b———— "=z+ ia,,z". Membandingkan
n=2 n=21+a(n-1) n=2
pekali, diperolehi ‘
b
a, =——'—'-'—, n=23,. (4.2)
1+a(n-1)

Oleh kerana Ny g'(z)> B untuk ze€ U, maka

-1 _ 2 n
=1+ Y p,z" €P,
n=1

n=21-—
dengan P={p(z)=1+X p,z" : Ny p(z)>0, zeU}. Maka (4.2) menjadi
b -
n 1B n=23 @43)

a, = =
" l+a(n-1) nQ+a(n-1)
Diketahui setiap pekali fungsi dalam kelas P dibatasi oleh nombor 2, justeru itu
b -
lan|= I )ll S 2(1 ﬂ) , n=2’3’"'
1+a(n-1)" n(l+a(n-1))

Ini membuktikan (4.1). D



Teorem 6, Andaikan f(2)=z+ %, ,a,2" € R(a, B). Maka untuk nombor nyata u, kita ada
ketaksamaan yang terbaik

(20-p _ (1-8Y
31+ 22) ”(1+a) ’ #<t (444)
o 2(1- B) 41+a)’
lay — pay” | <5 0 2a) , 0<uc< 0+ 200F) (4.4b)
2 2
(“/’) 2D AU gy
[ \l+a 3(1+2a) 30+ 2a)(1-5)
Bagi (4.42) dan (4.4 ¢), satu fungsi ekstremum ialah
) 2"
| fo(z)—z+2(1—ﬂ)"§2m, zeU. (45)
Manakala untuk (4.4b),satu fungsi ekstremum ialah
© 2n-1
[(D=2+20-5)% 4 U. (4.6)

y, Z€
ez 2n - 1)1 + 2a(n - 1))

Bukti. Daripada (4.3),

2 1-8 -5 1-8 1 3u(+2a)1-0)] 2
— = -— ————————— = — — 4'
s - war iz Paeart | T e T2 2asar S| 7
Sekarang pertimbangkan
| 1 3u+2a)1-f) ) 2
“Dz 2[ 2(1+¢7z)2 Py

Menggunakan keputusan Ali (1995), diperolehi

B2+ 13"(”2“)(12"6)—1-1 ip 2. (4.8)

2\|  20+a)
Perhatikan bahawa,
3u(l + 2a)1- B) ) 2(1 + @)
-120 & 3u(l+2a)(1-pB)22(1+a)” < 2
201+ a)? “e a-4 230+ 2a)(1- B)
2
Kes1: Apabila g2 ——M, maka (4.8) menjadi
31+ 2a)(1~ B)
B<2+i 3“(“2“)(12'/3)-2 | p 2. (4.9)
2 2(l+a)
Sekali lagi, perhatikan bahawa
3u(l +2a)(1- B) 2 41+ a)?
-220 & 3u(l+2a)1-p)z4(l+a)’ o >
2+ a)? “ g #2530+ 20-p)

41+ a)?

Kes 1.1: Apabila p2>—— |
» 3d+20)(1-5)

maka (4.9) menjadi



B<2a [3#(1+2a)<1 A _ J(z) _3u+200-5) _,
2\ 2+a)? (1+a)?

2(1+a)? e 41+ a)? o

3+ 220-5) 30+ 2a)1- )

Be2s [3y<1+2a><1 £ ](0)2:2
2{  20+a)?

Kes 1.2: Apabila , maka (4.9) menjadi

2(1+ a)?
31+ 2a)1-5)’

Bsz+l[1_ 3u+20)(1- f) _l)m Iz=2_(3;1(1+2a)(1—'ﬂ))1pl :

Kes2: Apabila u< maka (4.8) menjadi>

2 2(1+a)? 41+ a)?
3p(1+2a)(1- B)
2- 0
_ (1+a)? a
2 O<#<M__
T 3(1+22)(1 - B)
Maka dari (4.7),
2|_ _1-8
o - |'3(1+2a)B
(20-p)  (1-8Y
31+ 22) 'u(l+a) ’ #<0
31+ 2a) 31+ 22)1- )
(1_,3]2 _20-8) S 41+ a)?
l+a) 30+20) 2% 30+2000-p)

Untuk (4.4a) dan (4.4 c), kesamaan berlaku jika | p; |= 2, iaitu, fungsi ekstremum dalam
kelas Pbagi kes ini ialah p(z) =(1+ z)/(l - z). Dengan itu,

gDL. & g@=a- ﬁ)(l”jw a- ﬂ)( 1+—2—)+ﬂ
_ﬂ l—z V4

Justeru

g(2)= (1~ p)-z~2log(l - 2))+ fe =(2f -~ Dz +2(1- ) 52127
dan daripada (3.1),

fo(@)=(c+ l)l[tc"l((Zﬂ -Deiz +2(1-
0

Untuk (4.4b), kesamaan berlaku jika | p, |= 0, iaitu, fungsi ekstremum dalam kelas P bagi
kes ini ialah p(z)=(1+ zz)/ (1-z%). Dengan cara yang serupa, diperoleh fungsi ekstremum
© 2n-1
fi(@)=z+2(1-/ %

z 0
=2 2n =1 + 2a(n-1))
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