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Abstrak
Beberapa kelas penting fungsi univalen / pada cakera unit U = {z ] z|< 1} dapat diterbitkan oleh

zf'(z)/ f(z) supaya terletak di dalam satu rantau yang diberi pada satah sebelah kanan. Di antara
kelas tersebut ialah kelas BK(«)yang terdiri daripada fungsi bak-bintang kuat peringkat a dan
kelas BP(p) yang mengandungi fungsi bak-bintang parabolik peringkat p. Kedua-dua kelas ini

berkait rapat dengan kelas P yang terdiri daripada fungsi analisis ternormalkan pada U dengan
bahagian nyata positif.

Beberapa anggaran terbaik pekali tak linear untuk fungsi-fungsi dalam kelas P diperoleh. Dengan
menggunakan anggaran-anggaran tersebut, batas terbaik untuk empat pekali pertama bagi kelas
BK(a) and BP(p), serta songsangannya ditentukan. Semua fungsi ekstremum yang mungkin
dicirikan. Umumnya, tidak mungkin wujud hanya satu fungsi ekstremum. Fungsian pekali Fekete-
Szegd turut juga diselesaikan.

Katakunci
Fungsi univalen, fungsi bak-bintang kuat, fungsi bak-bintang parabolik, batas pekali, fungsian Fekete-
Szego.

1. Pengenalan
Andaikan 4 melambangkan kelas fungsi analisis f pada cakera unit terbuka U = {z:| z|< 1} dan

ternormalkan supaya f(0)= f'(0)—1=0. Beberapa kelas istimewa fungsi univalen diciri dengan

mudahnya secara geometri. Satu contoh terkemuka ialah kelas fungsi bak-bintang BB yang terdiri
daripada fungsi analisis f € 4 yang memetakan U secara mensebentuk keseluruh domain bak-

bintang terhadap asalan (. Secara bergeometri, ini bermakna tembereng garis linear yang
menyambungkan O kepada setiap titik lain we f(U) terletak keseluruhannya di dalam f(U).

Berkait rapat dengan kelas BB ialah kelas P terdiri daripada fungsi analisis ternormalkan p pada

cakera unit U dengan bahagian nyata positif supaya p(0)=1 dan Ny p(z)>0, zeU.
Umumnya [11, hal. 42], setiap fungsi f € A adalah terkandung di dalam BB jika dan hanya jika

fungsi zf'(z)/ f(z) € P.

Beberapa subkelas fungsi bak-bintang univalen juga diterbitkan oleh zf'(z)/ f(z) terletak di dalam

satu rantau yang diberi pada satah sebelah kanan. Rantau ini sering kali adalah cembung dan
bersimetri terhadap paksi nyata. Ma dan Minda [8] telah memberikan huraian yang baik perihal ini di
dalam keadaan yang lebih umum, iaitu, apabila rantau diberikan adalah bak-bintang terhadap titik 1.
Kita akan memberi tumpuan kepada dua subkelas berikut.

Fungsi analisis f € A disebut sebagai bak-bintang kuat peringkat «, 0 < <1, jika f memenuhi
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Kelas fungsi-fungsi sedemikian ditandai dengan BK(«). Jelaslah bahawa BK(1) = BB. Kelas ini

telah dikaji oleh beberapa tokoh [2,3,7,10,13,14]. Dalam makalah [7] ditunjukkan bahawa fungsi
univalen f terkandung di dalam BK(a) jika dan hanya jika untuk setiap we f(U), rantau

berbentuk lensa dengan bucu-bucunya pada asalan O dan w adalah terkandung di dalam f(U).

Dengan gp(z):(lii)a, perhatikan bahawa BK(a) mengandungi fungsi-fungsi f supaya

|-z

zf'(z)/ f(z) € p(U).

Untuk 0 < p <1, andaikan Qp sebagai rantau parabolik pada satah sebelah kanan

Q, ={w=u+iv:v2 S4(l—p)(u—p)}={w:lw—l|51—2p+Nyw}.

Kelas fungsi bak-bintang parabolik peringkat p ialah subkelas BP(p) pada A yang terdiri daripada
fungsi-fungsi /* supaya z/'(z)/ f(z) er, zeU. Kelas ini merupakan pengitlakan kelas fungsi

cembung secara seragam ternormalkan CSS yang telah diperkenalkan oleh Goodman [4] dalam
tahun 1991. Kita mengingatkan kembali bahawa satu fungsi cembung /* terletak dalam kelas CSS

jika / memiliki sifat tambahan bahawa untuk setiap lengkok membulat y yang terkandung di
dalam U dengan pusat juga di dalam U, imej lengkok () adalah cembung. Umumnya [9, 12],

fungsi / e CSS jika dan hanya jika zf'(z) € BP(%) Jika

f(z)=z+c7222+a323+/\ (1)
terletak dalam kelas BK («) (atau BP(p)), maka songsangan j/° mempunyai perwakilan
I W)= wyw? + 3w +A @

yang sah di w=0. Di dalam makalah ini , kita menerbitkan beberapa anggaran terbaik pekali tak
linear untuk fungsi-fungsi dalam kelas P. Daripada batas-batas ini, kita menentukan batas terbaik

empat pekali pertama |a, | untuk kedua-dua kelas BK(a) dan BP(p), empat pekali pertama

|7, | bagi BK(a), serta mencari semua fungsi ekstremum yang mungkin. Meskipun pilihan
bersesuaian fungsi ekstremum ialah p(z) =:f—§ € P, namun terdapat fungsi ekstremum lain bagi

masalah-masalah ini. Selain itu, diperoleh juga anggaran.terbaik untuk fungsian pekali Fekete-Szegd

la3 —1022’ atau ’}’3 —t}’22’

2. Beberapa Keputusan Pendahuluan
Kelas BK(a) dan BP(p) berkait rapat dengan kelas P. Jelaslah bahawa f € BK(«) jika dan

hanya jika wujud suatu fungsi p € P supaya zf'(z)/ f(z)= p®(z). Dengan membandingkan
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pekali, setiap pekali bagi f(z) =z + a222 +a3,z3 +A dapat diungkapkan dalam sebutan pekali-

pekali fungsi p(z) =1+c;z+ czz2 + c3z3 +A € P. Sebagai contoh,

a2=acl
Cl( 1-3a 2
a, =—| ¢y — C 3
177 2 5 Cl } (3)
a—c JSe=2 17a2~15a+4c3
Aqg = — 3 == C1C
4756 S Cl% T |

Dengan menggunakan perwakilan (1) dan (2) serta f(f'I (w))=w atau

w= T W+a (ST +ay (ST ) A
diperoleh hubungan

Vai=—ay

2
y3 =—az +2a, (4)
Va4 =—a4 +5aya5 —5a23

Dengan demikian, masalah anggaran pekali untuk kelas BK(a) dan songsangannya menjadi
masalah pekali tak linear untuk kelas P.

Bagi kelas BP(p), Ali dan Singh [1] telah menunjukkan bahawa fungsi pemetaan Riemann
ternormalkan ¢ dari U keseluruh Qp ialah

g(2)=1+=— G

g
4(1- p) log1+\/2 '
p/s
Jika f(z)= z+b222 +b3z3 +A € BP(p), dan h(z)=2zf"(z)/ f(z), maka wujud suatu fungsi
Schwarz w pada U dengan w(0) =0, | w(z)|< 1, dan memenuhi

_'@)

@) =q(W(2)). (5)

h(z)

Oleh itu fungsi

- e (h@)
1-q7' (h(2))

adalah analisis dan mempunyai bahagian nyata positif pada U, iaitu, p € P. Seterusnya, hubungan
berikut mudah dibangunkan:

= l+c,z+c222 +A
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8(1-p) .

b, =
2 2 1
81-p)| . (1 _8(1-p)
by = y —|—
Yoon? _62 (6 m? ]Cl} %

8(1 — 1 12(1- 2 20- 32(1 — p)?
by =& 'p)c3_(__ (2/ﬂchz+{Z__ ( 2p)+ ( 4P)Jcﬁ}

372 3 7 5 Vs s

Justeru sekali lagi kita perhatikan bahawa masalah anggaran pekali untuk BP(p) dapat dilihat
dalam sebutan masalah pekali tak linear untuk kelas P. Keputusan utama yang digunakan untuk
menimbangkan masalah pekali kelas P ini dinyatakan dalam lema berikut.

Lema 1 [5]. Fungsi p(z) =1+ X3 ¢k 2% terletak di dalam P jika dan hanya jika

2 2
Z{ , }20
=0

untuk setiap jujukan nombor kompleks {z;} yang memenuhi limy e SUp | 2 |

2

o0
224/' +A§|Ck2/‘.+j

l/k

Lema 2. Jika p(z)=1+ 21 c,\.z" € P, maka

2 0 452

H 2
L ey ;
2 2| u—1|, selainnya

Smaks{2,2|,u—l|}={

Jika <O atau > 2, kesamaan berlaku jika dan hanya jika p(z)=(1+ az)/(l &), |el=1. Jika

O<pu< 2 maka kesamaan berlaku jika dan hanya jika p(z)=(1+ & )/(1 & ) |&|=1. Untuk
=0, kesamaan berlaku jika dan hanya jika

p(z)= pylz) = ,1 +(|—A)~—“, 0<A<l, lef=1.
1+ &

Untuk u =2, kesamaan berlaku jika dan hanya jika p ialah salingan p,.

Catatan. Ma dan Minda [8] telah juga membuktikan keputusan di atas. Kita berikan kaedah
pembuktian yang berbeza.

Bukti. Pilihkan jujukan nombor kompleks {z, } dalam Lema 1 sebagai z, = —yc,/2, z, =1, dan

z;, =0 jika k > 1. Ini menghasilkan

2
¥le 12 <] - p)ey | +4,

2
¢2 _!zicl
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2 <4+ pu(u-2)]c . (7)

Cy '“%Cl

Jika p<0 atau g >2, ungkapan di sebelah kanan ketaksamaan (7) terbatas dari atas oleh
4(,u—1)2. Kesamaan berlaku jika dan hanya jika |c,|=2, ii, p(z)=(1+2z)/(1-2z) atau
putarannya. Jika 0 < <2, maka ungkapan di sebelah kanan ketaksamaan (7) terbatas dari atas
oleh 4. Dalam kes ini, kesamaan berlaku jika dan hanya jika |c;|=0 dan |c,|=2, ii,
p(z) =(l+zz)/(1~z2) atau putaranya. Kesamaan berlaku apabila ¢ =0 jika dan hanya jika
lcy [=2, i, [11, hal. 41]

1+ |-
p(z2)=py(2)=A—Z+(1-A)—Z, 0<A<, |e]=1.

l-& |+ &
Akhirnya, apabila =2, maka |c, —c,2 | =2, yang hanya mungkin jika dan hanya jika p ialah

salingan p,. i
Satu aplikasi lain Lema 1 yang menarik berlaku dengan memilih jujukan {z,} sebagai
zg = é‘clz - fcy, 2y ==p|, z5 =1, dan z; =0 jika k > 2. Dalam kes ini, diperoleh

3| 2 2 4 2|2
& ~(Brnaicy + & | <4ray(r =Dl P {@5-pe’ ~@2B-Dey| ~|ea -]

N CEY %
BB -1)

Vv
¢y —=¢’ iyt

=d+4y(y—1)|c; |* +4B(B 1) :

S(B-1+pE-7)
270

dengan v =

Lema 3. Andaikan p(z) =1+ Zleckzk eP.Jka 0< <1 dan 2L —-1)<d <[, maka
C3 —2ﬁC1C2 + &'I?’ <

Bukti. Jika # =0, maka § =0 dan keputusan terhasil sebab |c; | <2. Jika f#=1, maka § =1 dan
keputusan terhasil dari satu keputusan di dalam [6].

Sekarang andaikan bahawa 0< /<l supaya B(f —1)<0. Dengan y =/}, kita mendapati
daripada (8) bahawa

2 242
e O

BB -1)

4
i

o iy
Z 1Tt
2

ey ~2feiey +52) | <4+ap(B-Dley I +4p(5-)
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<4+ bx+cx? = h(x)

dengan x=[¢, 1>e[0,4], b=4p(f-1), dan c= —(5—,52)2/,8(,B~ [). Oleh sebab ¢>0,
didapati A(x) < h(0) sekiranya h(0)— h(4) =0, i.i., b+ 4c <0. Keadaan ini adalah setara dengan

syarat | & —,6’2 I< B(1- /), yang melengkapkan bukti. |

Dengan 6 = dalam Lema 3, kita memperoleh perluasan keputusan Libera dan Zlotkiewicz [6]
mengenai ‘c3 —2c0, +c|3 ' A

Korolari 1. Jika p(z)=l+Zf=lc,(zk € P, dan 0< <1, maka

Dengan S =0, kesamaan berlaku jika dan hanya jika

|+ ge2mk/3,

3
p(z)=p3(2)= T4 T (lel=D

A; 20, dengan A, +4, + A3 =1. Jika B =1, kesamaan berlaku jika dan hanya jika p ialah
salingan D3- Jika Defiel, kesamaan berlaku jika dan hanya jika

p(2)=(1+ &)/l - &), |el=1, atau p(z)=(1+&>)/(1-&), |e]=1.

Bukti. Kita hanya perlu mencari fungsi ekstremum. Jika =0, maka kesamaan berlaku jika dan
hanya jika| c3 |= 2, i.i., p ialah fungsi ps [11, hal. 41]. Jika S =1, maka kesamaan berlaku jika
dan hanya jika p ialah salingan p;. Apabila 0 < B <1, kita mengambil kesimpulan dari (8) bahawa

3 2 2 1 22 4
cy=2fcicy + e | S4+4B(F-Dc | +4ﬂ(ﬂ—])lcz“3_‘01' =p(B-Dlc |

<4+4B(B-Dlc > -BB-Dlc |* < 4.

Batas 4 di dalam ketaksamaan terakhir diperoleh dengan menggunakan kaedah kalkulus. Kesamaan
berlaku dalam ketaksamaan terakhir jika dan hanya jika sama ada ¢, |=0 atau |c, |=2. Jika

e, |=0, maka |c, [=0, ii, p(z)=(1+&’)/(l-&°), |el=1. Jika | ¢, |= 2, maka
p(2)=(1+e&)/(l-&), |el=1. 1
Lema 4. Jika p(z) =1+ X, ckz" € P, maka

2, 0<pu<l

c3 —(u+1)cicy +yc,3|Smaks{2,2|2p—l|}= .
2|12u-1|, selainnya
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Bukti. Untuk 0 < 1 <1, ketaksamaan terhasil dari Lema 3 dengan 6 = x,dan 2/ =+ 1. Untuk
ketaksamaan kedua, pilih =y, y=1,dan §=pu dalam (8). Oleh sebab x(u—1)>0, kita
mengambil kesimpulan dari (7) dan (8) bahawa

2 2
o3 — (u+D)eey + e S4+4,u(,u—l)’cz~c12’ <4Qu-n2.

3. Batas pekali
Untuk kelas fungsi bak-bintang BB yang besar, R. Nevanlinna pada 1920 [11, hal. 46] telah
membuktikan bahawa pekali setiap fungsi f € BB memenuhi |a,, |<n untuk n=23,A . Brannan

et al. [2] teiah memperoleh batas terbaik untuk pekali ketiga bagi fungsi-fungsi dalam BK (). Kita
berikan satu bukti alternatif, dan selain itu, menerbitkan anggaran terbaik untuk pekali keempat

dalam keputusan di bawah. Pada umumnya, masalah pekali am untuk kelas BK(a) dan BP(p)
adalah masih lagi terbuka.
Teorem 1. Andaikan f(z)=2z+ c:tzz2 + 513.23 +A € BK(a). Maka

|az |5205,

dengan kesamaan jika dan hanya jika

(z 1+ oy
7 )=( 5‘2) lel= 1. 9)
f(2) |- &
Selanjutnya
a, O<ac<i
la3|S ) ’
Ja”, %SaSl

’ Untuk a > 1/3, fungsi-fungsi ekstremum dicirikan oleh (9). Jika 0 < a <1/3, kesamaan berlaku jika
dan hanya jika

zf'(2) 1+ &’ 3
I -
JHiz) [1—&22) - 1e=L =

manakala jika « = 1/3, kesamaan berlaku jika dan hanya jika

#'(2) w_(,lt+e 1—&2]‘“
—_—l = o = A +(1-A)—— 5 521, 0<ALI.
(@ P2 (2) ( — ( )l+&z le] _
Selain itu,
2a 2
Jag] < % o
2—;‘-(17a2+1) L<asl
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Untuk @ >+/2/17, fungsi-fungsi ekstremum diberi oleh (9), manakala untuk 0<a<42/17,
kesamaan berlaku jika dan hanya jika

o) (14
7(2) z( 3} e (B

1 —-¢&z°

Bukti. Hubungan berikut diperoleh dari (3):

an =ac)
o =Zfer -1
3 2 2 ) 1

a Sa -2 172 -15a+4 3| «a
ay =—§ c3 + 7 C1Cy +_T—_——CI :=—§‘E

Batas atas | a, | terhasil disebabkan | ¢, |< 2. Lema 2 dengan u =1-3a menghasilkan batas atas

| a5 | serta huraian fungsi-fungsi ekstremum.

Untuk pekali keempat, kita menggunakan Lema 3 dengan 2/ =(2-5a)/2 dan
5=(l7af2 —~15a +4)/12. Syarat untuk S dan & dipenuhi jika a < /2/17. Dengan demikian
|a, |< 2a /3, dengan kesamaan jika dan hanya jika zf(2)] f(z)= [(l +e) (1 - 523)10.

Memandangkan bahawa 0<d& <1, dan &- 20 membekalkan a2 2/17, Kololari 1
menghasilkan

17a? -15a +4 17a? -15a+4 3| 17a?

-2 2
|E| 2 ey = P ccy + 5 ) +——6——|c|||c7_ |S§(l7ar2 + l)

Ini melengkapkan bukti.
Teorem 2. Andaikan f € BK(a) dan f_'(w) =w+ yzwz + }/3w3 +A . Maka

I}/Z |S2aa

dengan kesamaan jika dan hanya jika

zf’(z)=(1+.52)a, )
f(2) l-¢&) - .

Selanjutnya
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P a, O<as%
|73'5a2, <a<l

Untuk a >1/5, fungsi-fungsi ekstremum diberi oleh (9). Jika 0 <a <1/5, kesamaan berlaku jika
dan hanya jika

2f'(2) _ 1+&2)" el
f@ \1-&%)° ’

manakala jika a@ =1/5, kesamaan berlaku jika dan hanya jika

Zf(z) po(2)™° _( 1+5z+([_l)1:_£2_J_ , lel=l 0<4L1.
| |+ &

f(2) %
Selain itu,
2a A B
’ VAT
al=1,
70(620[ +1) %< as<l

Untuk aZl/\/t’:T, fungsi-fungsi ekstremum diberi oleh (9), manakala untuk O<a£l/\/ﬂ,
kesamaan berlaku jika dan hanya jika

Zf/(z)=[l+823Ja, lel=1.

f(2) -’

Bukti, Hubungan-hubungan berikut diperoleh dari (3) dan (4):

V2 =—ac
a l+5a »
s o 5 11
73 2[02 > Cl} (11)
3la? +15a +2

Seperti dalam pembuktian sebelum ini, batas atas | y, | dan | y5 | diperoleh dari ketaksamaan yang

diketahui baik |c| |< 2, dan Lema 2.
Untuk pekali keempat, kita menggunakan Lema 3 dengan 2f=1+5a dan

5=(31a2 +15a + 2)/6. Syarat untuk # dan & dipenuhi jika a <1/+/31. Justeru |74 1<2a/3,

dengan kesamaan jika dan hanya jika zf'(z)/ f(z) = [(l + .523)/(1 - 623)]a.
Untuk 1/+31<a<l/ 5, Koroiari 1 menghasilkan
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2
l+5a 3 31"6 f]|c||3 5%(620‘2 H)

Cl+

|E|<|e; —(1+5a)eie, +

Tinggallah lagi untuk menentukan anggaran bagi 1/5<a<1. Merujuk kepada Lema 4 dengan
1 =5a, oleh sebab 31a? =15 + 2> 0 pada (0,1], kita mengambil kesimpulan bahawa

2
_ 2 4
3. 3la” —15a+ |c.|3sz(loa—1)+§(3la2—15a+2)

|E|< ‘53 = (1+5a)c ey +5ac,” |+ .
:§(6za2 +1)

Sekarang kita memperkenalkan fungsi-fungsi berikut dalam BP(p). Takrifkan G,,H,Je€ 4
masing-masing sebagai

ZG,1'(Z) Y ZH'(Z) L z(z — r) ZJ'(Z) _( Z(Z _ I’)
G,(2) =q(z"7), H(z) ‘I( 1= 2 ), 1) Q( —“‘-), 0<r<i.

Jelaslah dari (5) bahawa G,,H,J € BP(p). Dengan menggunakan (6), keputusan berikut dapat
dibangunkan dengan kaedah yang sama seperti Teorem 1.

Teorem 3. Andaikan g(z) =z +b222 +b3z3 +A € BP(p). Maka

16(1 - p)
by s =22,
7w

dengan kesamaan jika dan hanya jika g = G, atau putarannya. Selanjutnya

8(1‘—2p>(;+ '6('5”)) 0<p<l-L

|b |< 7 3 e 48
= B(1-p)
”2

b

1——’;’%Sp<l

2
Untuk OSp<l—’£—8, kesamaan berlaku jika dan hanya jika g =G, atau putarannya. Untuk

2 2
1 —% < p <1, kesamaan berlaku jika dan hanya jika g =Gy atau putarannya. Jika p =1 —’;—8,
kesamaan berlaku jika dan hanya jika g = /1 atau putarannya. Selain itu,

mu—p)[lzsu—pﬁ+16<l;p)+§} ngg]_,_”_z(]_ &)
w

|b4|S 3”2 z 45 2 16 45
'6;"2”), l+%l—,f%)s,o<l
s

Kesamaan berlaku di sebelah kanan ketaksamaan di atas dalam ungkapan yang pertama jika dan
hanya jika g = G, atau putarannya, manakala ketaksamaan berlaku bagi ungkapan kedua jika dan-

hanya jika g = G, atau putarannya.
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4. Fungsian pekali Fekete- Szego
Teorem 4. Andaikan f e BK(a) and f ' (w) = w+ y,w’ +}/3w +A . Maka

(5-4)a s le
. 2 5-l/a S+l/a
’7 ty,” | < a, g 55
N R

Jika 5‘:1/0‘ <t <3#a " vesamaan berlaku jika dan hanya jika / diberi oleh (10). Jika £ < 5‘—L/1

atau ¢ > 5—%, kesamaan berlaku jika dan hanya jika f diberi oleh (9). Jika ¢ = %, kesamaan

berlaku jika dan hanya jika 7@ z)%, manakala jika ¢ = =lla  maka kesamaan berlaku jika
P2 :

S(2) 4
#'(2)

3 o —-a o
dan hanya jika oy = P2 £2)

Bukti, Dari (11), diperoleh

L+(5-4)a 2}
——-————————-—Cl ;
2

a

73—ty ===l -
3 2 2 2

Keputusan kini dicapai dengan menggunakan Lema 2.

Dengan cara yang serupa, diperoleh penyelesaian lengkap fungsian pekali Fekete-Szegb bagi kelas
BP(p).

Teorem 5. Andaikan g(z)=z+ b222 + [)323 +A € BP(p). Maka

160-p) [y 4(1 - p) (1 - 2] £l okt
o 24(1-p)(1-2)+ tz_ 2~ 56 Hp)
ol 2 8(1-p) € 57°
le thy ‘S ~7rs T L 3+ 9%6(1-p)
M[M(l—p)(zt—l)—nz], :_'+L
3zt 96(1-p)
; | 2 = i _
Jika et 96(| 7 <t < + 96“ , kesamaan berlaku jika dan hanya jika g =Gy atau satu
daripada putarannya. Jika ¢ < %— 96(’ip atau £ > = + %(I , kesamaan berlaku jika dan hanya

2
jika g =G, atau satu daripada putarannya. Jika ¢ = % - ﬁ_p), kesamaan berlaku jika dan hanya

] 5’

1 T
>+ 56(1-) maka kesamaan

jika g=H atau satu daripada putarannya, manakala untuk ¢ =

berlaku jika dan hanya jika g =J atau satu daripada putarannya.

Akhir sekali, perhatikan bahawa anggaran fungsian pekali Fekete-Szego boleh juga diguna untuk
membangunkan batas atas terbaik bagi pekali kedua dan pekali ketiga kelas berkenaan.
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