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Abstrak
Beberapa kelas penting fungsi univalen f pada cakera unit U = {z :1 z I< I} dapat diterbitkan oleh

zl'(z)/ j(z) supaya terletak di dalam satu rantau yang diberi pada satah sebelah kanan. Di antara

kelas tersebut ialah kelas BK(a) yang terdiri daripada fungsi bak-bintang kuat peringkat a dan

kelas BP(p) yang mengandungi fungsi bak-bintang parabolik peringkat p. Kedua-d~a kelas ini

berkait rapat dengan kelas P yang terdiri daripada fungsi analisis ternormalkan pada U dengan
bahagian nyata positif.

Beberapa anggaran terbaik pekali tak linear untuk fungsi-fungsi dalam kelas P diperoleh. Dengan
menggunakan anggaran-anggaran tersebut, batas terbaik untuk empat pekali pertama bagi kelas
BK(a) and BP(p), serta songsa"ngannya ditentukan. Semua fungsi ekstremum yang mungkin

dicirikan. Umumnya, tidak mungkin wUjud hanya satu fungs; ekstremum. Fungsian pekali Fekete­
Szego turut juga diselesaikan.

Katakunci
Fungsi univalen, fungsi bak-bintang kuat, fungsi bak-bintang parabolik, batas pekali, fungsian Fekete-
Szego. -

1. Pengenalan
Andaikan A melambangkan kelas fungsi analisis. f pada cakera unit terbuka U = {z :I z 1< I} dan

ternormalkan supaya j(O) = f'(O) - 1=0. Beberapa kelas istimewa fungsi univalen diciri dengan

mudahnya secara geometri. Satu contoh terkemuka ialah kelas fungsi bak-bintang BE yang terdiri
daripada fungsi analisis 1 E A yang memetakan U secara mensebentuk keseluruh domain bak-

bintang terhadap asalan O. Secara bergeometri, ini bermakna tembereng garis linear yang
menyambungkan 0 kepada setiap titik lain WE leU) terletak keseluruhannya di dalam I(U).

Berkait rapat dengan kelas BE ialah kelas P terdiri daripada fungsi analisis ternormalkan p pada

cakera unit U dengan bahagian nyata positif supaya p(O) =1 dan Ny p(z) > 0, Z E U.

Umumnya [11, hal. 42], setiap fungsi 1 E A adalah terkandung di dalam BB jika dan hanya jika

fungsi zl'(z) / l(z) E P.

Beberapa subkelas fungsi bak-bintang univalen juga diterbitkan oleh zl'(z) / 1 (z) terletak di dalam

satu rantau yang diberi pada satah sebelah kanan. Rantau ini sering kali adalah cembung dan
bersimetri terhadap paksi nyata. Ma dan Minda [8] telah memberikan huraian yang baik perihal ini di
dalam keadaan yang lebih umum, iaitu, apabila rantau diberikan adalah bak-bintang terhadap titik 1.
Kita akan memberi tumpuan kepada dua subkelas berikut.

Fungsi analisis 1 E A disebut sebagai bak-bintang kuat peringkat a, 0 < a s 1, jika 1 memenuhi

- 252 -



h . z/'(z) < Jra (z E U).
ul fez) 2

Kelas fungsi-fungsi sedemikian ditandai dengan BK(a). Jelaslah bahawa BK(l) = BB. Kelas ini

telah dikaji oleh beberapa tokoh [2,3,7,10,13,14]. Dalam makalah [7] ditunjukkan bahawa fungs;
univalen f terkandung di dalam BK(a) jika dan hanya jika untuk setiap WE feU), rantau

berbentuk lensa dengan bucu-bucunya pada asalan 0 dan w adalah terkandung di dalam feU).

Dengan q;(z) = (~~~)a, perhatikan bahawa BK(a) mengandungi fungsi-fungsi f supaya

7/'(Z) / fez) E q;(U).

Untuk 0 ~ p < 1, andaikan n p sebagai rantau parabolik pada satah sebelah kan.an

n p ={w =u + iv: v 2 ~ 4(1- p)(u - p) }= {w:1 w-ll ~ 1- 2p + Ny w}.

Kelas fungsi bak-bintang parabo/ik peringkat p ialah subkelas BP(p) pada A yang terdiri daripada

fungsi-fungsi / supaya 7/'(Z)/ fez) E!lp' Z EU. Kelas ini merupakan pengitlakan kelas fungsi

cembung secara seragam ternormalkan CSS yang telah diperkenalkan oleh Goodman [4] dalam

tahun 1991. Kita mengirigatkan kembali bahawa satu fungsi cembung / terletak dalam kelas CSS

jika l memiliki sifat tambahan bahawa untuk setiap lengkok membulat y yang terkandung di

dalam U dengan pusat juga di dalam U , imej lengkok f(y) adalah cembung. Umumnya [9, 12],

fungsi / E CSS jika dan hanya jika z/'(z) E BP(1) Jika

terlefak dalam kelas BK (a) (atau BP(p»), maka songsangan f mempunyai perwakilan

yang sah di w = O. Di dalam makalah ini , kita menerbitkan beberapa anggaran terbaik pekali tak

linear untuk fungsi-fungsi dalam kelas P. Daripada batas-batas ini, kita ·menentukan batas terbaik

empat pekali pertama I (l11 I untuk kedua-dua kelas BK(a) dan BP(p), empat pekali pertama

Iyn I bagi BK(a), serta mencari semua fungsi ekstremum yang mUl")gkin. Meskipun ·pilihan

bersesuaian fungsi ekstremum ialah p(z) = :~~ E P, namun terdapat fungsi ekstremum lain bagi

masalah-masalah ini. Selain itu, diperoleh juga anggaran. terbaik untuk fungsian pekali Fekete-Szeg6

la3 -la2
2

1 atau IY3 - lY2 21·

2. Beberapa Keputusan Pendahuluan
Kelas BK(a) dan BP(p) berkait rapat dengan kelas P. Jelaslah bahawa / E BK(a) jika dan

hanya jika wUjud suatu fungsi pEP supaya zl'(z)/ fez) = pa (z). Dengan membandingkan
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(1)

(2) I



pekali, setiap pekali bagi fez) = z + a2 z2 + GJz J +/\ dapat diun~kapkan dalam sebutan pekali­

pekali fungsi' p(z) = 1+c\ z + czz z + C3 z3 + /\ E P. Sebagai contoh,

a [ 1-3a z]
a3 ="2 Cz --2- c1

a4 = a[c_ + 5a-.~clc, + 17a
z
-15a+~c 3J

3 j 2 L 12 1

Dengan menggunakan perwakilan (1) dan (2) serta f(f-I (w)) = w atau

diperoleh hubungan

Y2 =-az
z

Y] = -a3 + 2az
3r 4 = -a4 +5az a3 - 5a2

Dengan demikian, masalah anggaran pekali untuk kelas BK (a) dan songsangannya menjadi

masalah pekali tak linear untuk kelas P.

Bagi kelas BP(p) , Ali dan Singh [1] telah menunjukkan bahawa fungsi pemetaan Riemann

ternormalkan q dari U keseluruh n p ialah

() 1 4(1- p) [I 1+ ~]2q z = + 2 og I
Jr 1-...;z

Jika fez) = z + b2z 2 + b]z3 +A E BP(p), dan h(z) = zf'(z)/ fez), maka wujud suatu fungsi

Schwarz w pada U dengan w(O) = 0, Iw(z) 1< 1, dan memenuhi

(3)

(4)

zf'(z)
h(z) =--=q(w(z)).

fez)

Oleh itu fungsi

1+ q-l (h(z)) 2
p(Z) = \ =1+ CI.Z + c2z +/\

1- q- (h(z)) .

adalah analisis dan mempunyai bahagian nyata positif pada LT, iaitu, pEP. Seterusnya, hUbungan

berikut mudah dibangunkan:
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(5)




















