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Abstract

We consider the number of families in Bienayme-Galton-Watson branching processes
whose size is within a random interval. We obtain limit theorems for subcritical, criti-

cal, and supercritical processes with and without immigration. In the proofs, we make

use of a result about the number of observations in a sample with random sample size
falling within a random interval.

Keywords: Family size, order statistics, records, branching processes.

2000 Mathematics Subject Classification: 60J80, 62G30.

1 Introduction

Branching processes are stochastic population growth models. They have very diverse

applications in both mathematics and other sciences. Central problems in the study of

branching processes are criteria for extinction and non-extinction, time to extinction, limit

theorems for the generation size and the total progeny. Other characteristics of the structure

of the process' genealogy and the branching tree attract attention of the researchers as well.

Examples of those include maximum family size, number of pairs of individuals having

the same number of descendants in a future generation, distance to the closest common

ancestor, existence of an infinite complete N-ary subtree, among others.

In this paper we focus our attention on the families with randomly bounded size in

simple branching processes with and without immigration. This characteristic is closely

related to the number of large families, exceedances, and reduced branching processes

studied by other authors, see [12], [13] and the references therein.

In our analysis we explore the relationship between branching processes and random

sums of indicators which has been studied in details by Rahimov starting in [10], see also

[ 1 1]. More specifically, as a tool for obtaining the results we use a simple lemma about the
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distributional properties of a sequence of random variables with members falling in certain

random interval. In general, this is related to the theory of exceedance statistics (see [14]),

placement statistics and tolerance limits, for more details see [I] and the references therein.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2 we state and prove two

lemmas about the number of observations in a sample with random sample size falling in

a random interval. We also illustrate the applicability of these lemmas with two examples

when the endpoints of the interval are either order statistics or record values. Section 3

deals with simple branching processes without immigration. We consider all three cases

of criticality of the processes. In Section 4 we extend the results in Section 3 to branching

processes with immigration. In the last section we present results for the families living in

the first n + 1 generations of both processes with and without immigration.

2 Preliminaries

Let us have three sets of random variables defined on a common probability space as

follows.

A random vector X = (XL , Xu) where XL < Xu a.s.
A triangular array Yi (n), i,n = 1, 2, ... of iid variables with a common cdf G; Y,(n)

are independent from X.
A sequence of nonnegative integer-valued variables Zn , n = 1, 2, ..., not necessar-

ily independent; Y, (n) are independent from Zn.

Consider the number of observations SI in the sample Y1 (n),	 , Yz, (n) falling into

the random interval (XL , Xu). Let us introduce the following indicator variables.

Definition 2.1. For i = 1, 2, ... and n = 1, 2, ..., we define

when Y,(n) E (XL,XU)
when Yi (n) CE (XL,XU).

Then the number of Ys, among the first Zn members in the nth row, falling in

(XL , Xu) is given for Zr, > 0 by

sff =	 8,(n)	 (n = 1, 2, ...). 	 (2.1)
=1

We set S( ,̀ c = 0 and denote

	

Ax = G(Xu) — G(XL )	 and Ax = 1 — Ax •

Further on we assume that 0 < Lx < 1. Below we find the exact distribution of sff as

well as its mean and variance.
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Lemma 2.1. For any nonnegative integer n and j

= j) = E {( ;) 6,3x	 3} ,

ES-L = E {Z,,Ax} and V arS1 = Var{Z,,,Ax} + E {ZnAxAx}

provided that the moments exist.

Proof. It is clear by (2.1) that for fixed (Zn , X) the random variable Sff is binomial. Thus,

P(S§n. = j)= E {P(,qc, = jiZn, X)} = E {(Zin)Aix4"—i},

which proves the probability formula. For the expected value of SZ we have

ES-zy,‘ = EE{

Finally, since

Zn) 
Aix.:6,"-ilZ„, X} = E { Zn Ax} •

j 

E (,qc	E E	 j2(Zn)LN,ixA c" -1Zn , X
j=c)	 j

= E {Z,i(Zn. — 1) 02x} + E {ZnAx}

we have

VarS§,, = E{Z„(Z7, — 1)A3c} + EZ„Ax — (E51)2

= V ar {Zri Ax} + E { Zn Ax Ax} •

Corollary 2.1. If Z, and X are independent, then

Var.Sff, = D(EZ„,VarZn)

provided the moments exist, where

D(x,y) = xEAx [1 — x.EAx] + [y + x(x — I)]EA.

To illustrate the applicability of the above results, let us look at two important special
cases when XL and XU are certain statistics based on a sample from a random variable
XG with cdf G(x), i.e., Y = XG in distribution. In the two examples below we assume
that G(x) is continuous. For related results we refer to [2] and [3].
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Example 2.1. Let X = (X,,,,,X,±d.m) be the random interval with endpoints the rth and

(r + d)th order statistics in a sample of size m with 1 <r<r+d< m, from a random

variable with continuous cdf G(x). It is not difficult to see that

G(X k:m) (G(XG)) k:m Uk:m
	 k = 1, 2, ...m,

where U k, is the kth order statistic from Uniform (0,1) distribution. Therefore, O x is the

dth spacing from Uniform (0,1) distribution and we have

Ax ti Beta(d, m — d + 1), EAx 	  EL 	 =	
d(d + 1) 

m + 1	 X	 (m + 1)(m + 2)

Assuming independence of Zri and X, Lemma 2.1 implies

d(d + 1)	 d(m — d + 1) 
	 EZ„,	 E (S§„ ) 2 = (rn + 1)(m + 2) EZ2 +
m + 1	 (m + 1)(m + 2) E Zr"

and

j xd-1
	
x)"`—ddx}E	 (Zn) 11

P(S§" = j)	
1	

xi (1 — x)z--
B(d,m d + 1)	 \ j	 0

E {( n) B" (1;dn,m	 d +1)
d+ 1) 

where B(x, y) is the Beta function.

Example 2.2. Let X = (R3-1, Rr) be the random interval with endpoints the (r — 1)st

and rth (upper) records in a sequence of random variables with continuous cdf G(x). It is
not difficult to see (e.g. [I, p.240]) that G(Rr_ i ) and G(Hr ) are the corresponding records

from Uniform (0,1) distribution and for Ax = G(R,)  — G(Rr_ i ) we have

— rln
C P(Ax < x) ((	

= (k +
 — 1)!

Assuming independence of Zn, and X, Lemma 2.1 implies

ES§n = 2 r EZ,,,,	 E (s§) 2 = 3' EZ2 + (2-r - 3-r ) EZ„,,

and

1	 -
P(S	

(r 1)!
= j) = 	 1	 E {(Zn)	 X-1 (1 —	 3 (- in x)r-1 dx}

—	 1	 o
1	 foo

+1 y	 -y Z„- j r -1 ,ye -(3	 ) (1	 e	 )	 y	 a
(r 1 )

1E 
{(;

In the rest of this section, we prove a limit result for s-§ 	 as rt	 co. Note that more

general results for random sums of indicators can be found in [10] and [12].
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Lemma 2.2. (1). Let c„,	 oo and limn, P (ZnIcri < xjZ, > 0) = P(Z < x). Then
for x E R

lim P( 	 " 5 xlZ„ > 0) = P(Z Ax < x).
71, —n co	 r71—

(2). Assume limn—. P (Zri < xlZ„, > 0) = P(Z < x). Then

	x 	 •

	

lim P (Sz	 31Z, > 0) =- r j, (2.3)

where {r 7  is a probability distribution with generating function

00

	

E riui = E [1 — Ax	 Axu]z

Proof (1). Considering the Laplace transform of SZ /c,, we obtain

00 k

	

Ai/e,„ (k) A	 k—j 7-)(	 = LI Bn)E	 = E f E E e— j 1-xx
k=0 j=0

=-
 E{

co

E(1- Ax + Axe -A/c") P(Zn =- klBri)}
k=0

=
 E{

cc
E (1 - Ax AX e—Aicn ) c'(kle') P (Zn
k=0

E{
 00

f CAAxydP(v <y)} = E {e—AZAx}

where we have used that 	 — a + ae b/x )x = eab . Indeed, as x —4 00

x log(1 — a + ac b/x ) = x log(1 + obi	 o(1/x))

= x(ab/x 0(1/ x))

ab.

(2). Using the probability generation function of Sff , we obtain

co	 k

E {us = E{ E E . 7	 P(Z, = klZ„ > 0)}
k=0 3=0

= E ( 1 - Ax + Axu) k P(Zn = klZ„ > 0)}
k=0

E {(1 —	 Axu)z}
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3 Simple Branching Processes

The Biename-Galton-Watson (BGW) branching process is defined by the recurrence

z„
Z„± i =	 Yi (n), (n = 0, 1, 2, ...),	 Z0r--=- 1,	 (3.1)

=1

where the offspring variables Yi (n) are independent with respect to both indexes i and n

and have a common cdf G(s). The random variable S-'z'c,  from (2.1) can be interpreted as
the number of families living in the (n 1)st generation (i.e., the parents are from the nth
generation), who have family size within the random interval (XL , Xu).

3.1 Critical processes

Let us consider the critical branching process, i.e., assume EYi (n) = 1 with offspring

pgf f (s) given by
f(s) = s + (1 — s)1+'L(1/(1 — s))	 (3.2)

for 0 < a < 1, where 0 < s < 1 and L(x) is a slowly varying at infinity function (s.v.f)

It is well-known (see e.g. [5, Th. 8.12.31) that (3.2) is a necessary and sufficient condition
for

liar P(QnZn > I Zn > 0) = P(Z > y),	 y > 0,	 (3.3)
n—.0o

where Q, = P(Zn > 0) and the limit Z has Laplace transform

tp (u ) = Ee—ILZ	 1 — (1 + u--(1) - 1/c'	 u >	 (3.4)

Moreover, if (3.2) holds then Qn = n —l/a M(n) and lirn„ 114-'(x)L(x1/' M (x)) =
1/a , where .11/1 (n) and L(x) are s.v.f.'s.

Proposition 3.1. Assume (3.2). Then

lim P	 < zIZ„ > 0) = P(Z.Ax < z),	 (3.5)

where Z has Laplace transform (3.4). Furthermore, if Z„ and X are independent, then

ES1 = EAx

and if VarYi (n) = a2 < co then

Vanqu	EAxEAx +no-2EA2x.

Proof. The limit (3.5) follows from Lemma 2.2, taking into account (3.3). To prove the
moment results, recall that Z, and X are independent and for the critical process EZn = 1
and V arZ„ = na2 . Thus, Lemma 2.1 implies

ESffr, = EZ„Ax = EZ„EAx = EAx
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and the formula for V arS§, simplifies to

	

VarSL= EAx [1 — Ax]	 EZ7,2EA2x — (EZ„)2(EAx)2

= EAx (1 — EAx) no-2 E6 .

Example 3.1. Let a = 1 and 1 — G(x) — x -2 log x. By Prop. A(ii) in [4] it follows that
L(x) ti fiT (log u)/udu = (log x) 2 /2. Since limy — co M(x)L(x/M(x)) = 1, we have
1/M(n) — (log n) 2 /2. Now, 1/Q,, — n(log n) 2 /2 and for x > 0,

log Xu p  2Sff,
< ,z1Z,> 0) = P (Z (1°g XL

urnn--n oc 	 n(log n) 2	 X2	 X2 )lZ)

where Z is a unit exponential random variable.

3.2 Non-critical processes

It is known (see e.g. [5, Th. 8.12.5]) that in the supercritical case, i.e., when m =
EY,(n) > 1, there exists a sequence of constants {Cn }, with limn_, co Cn = oo such that

{Z7,1C,,} converges almost surely to a non-degenerate limit W. The Laplace transform
0(u) = E exp{ —uW}, u > 0 of the limiting variable is the unique (up to a scale factor)

	

solution of the functional equation 0(u)	 f (0(u 1 m)). The constants Cn take on the
form Cn = mn/L2 (ma), where L2 (X) = fo P(W > y)dy is a s.v.f..

In the subcritical case, i.e., when 0 < m < 1, it is known (see e.g. [6, Th. 2.6.2]) that

	

lim p (zn = J	 > 0) = p i,	 = 0, 1 ,	 (3.6)
n—n cc

where fp s) } is a probability distribution whose generating function -y(u) is the unique
generation-function solution of the equation -y(f (u)) = my(u) + 1 — m, -y(0) = 0 , where
f(u) is the offspring pgf.

Proposition 3.2. (1). Assume 1 < m < co. Then
xff

	llira P(
S

"	 < x) = P(WAx <x),
n-+00 

( S/
Z,,.

	 —

where W has the Laplace transform 11)(u) given above.
If 0 < m < 1, then

	lim P	 = AZT, > 0) = ri,

where fri l is a probability distribution with Er_o riu3 = E (1 — Ax + Axu)}.
Assume that Z, and X are independent. If m � 1 and VarY,(n) = a 2 < co, then

	

ESL = EZ„,EAx and	 VarSL D(EZ„,,VurZ„),

where D(x, y) is given in (2.2), EZ, = m n and Var Z. = 0.2 mn-1 ( mil 1)/(m — 1).

(3.7)

(3.8)



hG(max)(k) =
2ap(1 _ p) k—i — a2p(2 — p) (1 19)2k-2

k= 0,
k = 1, 2, ...

{ (1 — a)2
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Proof. Parts (1) and (2) follow directly from Lemma 2.2. For the moments, under the

assumption of independence, we have

ESZ = EZ,EAx = mnEAx

and

VarS- 7, = EZ„ELV [1 — Ax] + EZn 2 E 6,3c — (EZ,)2[ELx12

= EZT,EAx [1 — EZ„EAx] + [V ar Zr, + EZ„(EZ, — 1)]EA2x.

Example 3.2. Consider a branching process with zero-modified geometric offspring dis-

tribution, i.e., Yi (n) in (3.1) has a pmf given for 0 < a < 1 and 0 < p < 1 by

{ 1 — a	 y = 0,
g (y ) = ap(1 — p) 11-1	 y = 1, 2, ...

Thus, EY(n) = a/p. Let (XL , XU ) be the random interval (Xmin , Xmax ) with endpoints
the minimum and the maximum of two independent geometric variables each distributed

as Y,(n). Then, one can see that G(X min ) has pmf

1 — a2
hG(min)( k) =

	

	 a2p(2 — P) (1 p)2k{
(1 — p) 2 ‘'

and G(Xmax ) has pmf

k= 0,

k = 1, 2, ...

Hence,

EAx	 EG(Xmax) — EG(Xmin)

2a2a3	a3
— a + 	 	

(
1 a + 	

2 —p	 3 — 3p+p2 )	 3 — 3p + p2 )

2a2 
(  1	 a 

1 +q	 1 +q+q2)'

where q = 1 — p. Notice that Propositions 3.1 and 3.2 imply

2(1	 1 q-4.(10,2) when a/p = 1 (critical case),— q)2 	q +1
=

{

ES- c," \n
2a2 ( a l p a when a/p	 1 (noncritical case).1+q+q2 0-+-4
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4 Processes with Immigration

Assume at the time of birth of the nth generation, In individuals immigrate into the

population. Then the BGW process with immigration is defined by

Zri+1 =	 Yi(n) +1",,±1,	 Z(*•", = 1	 (n = 0, 1, ...)
i=1

where 11 ,12 , ... are independent and identically distributed with generating function h(u)

and /i 's are independent of the offspring variables Yt (n) which have common pgf f(u).

The pgf of Zn* +1 is given by

(u) = h(u)gn [f (u)].	 (4.1)

The random variable S. from (2.1) can be interpreted as the number of families (including

families with immigrated parents) living in the (n + 1)st generation who have family size

within the random interval (XL , Xu).

4.1 Critical processes

In the critical process with immigration, the same normalization as for that without

immigration leads to the following limit distribution (see [6]). If

/(1) = 1,	 f"(1) = o- 2 < oo	 and	 0 < hi (1) = A < co,	 (4.2)

then 2Z7,*/(o-2n) converges in distribution to a random variable with the gamma density

function
x(2

F(2p/o-2)

)-1e-r
w(x) = 	 	 x E (0, co).	 (4.3)

Proposition 4.1. Assume (4.2). Then

lim P( 	  < z) = P(ZAx z),	 (4.4)
,n-co	 0-2n —

where Z has density (4.3). Denote 7-2 = VarIn < oo and assume that Z;,̀  and X are

independent. Then

= EZ:LEAx and V ar4,1 = D(EZ:„VarZ,*,),

where D(x, y) is given in (2.2), EZ;', = pn+1 and VarZ:; = n(cr 2 +7-2 ) +n(n— 1)po-2/2.

Proof. The limit in (4.4) follows from Lemma 2.2 taking into account (4.3). To calculate

the moments, recall that Zn* and X are independent. Differentiating (4.1) at u = 1, we

obtain E(Z,*) = An + 1. Thus, from Lemma 2.1,

= E[46.xl= EZ;,E,Ax = (An +1)EAx
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and

Var4	 V arZn* 	 + go- 2 (n — 1) + a2 + T2
n(n — 1)n(0.2 + T2) +

2	 i-ta
2

and as in Proposition 3.2, one can obtain the formula for V arS .	 q

Example 4.1. Consider the pgf's f (u) = u + (a/6)(1 — u)(5 , and h(u) = exp{c(u — 1)}

where 1 < 6 < 2, 0 < a < 1 and 0 < c < oo. Letting a —> 0 and c 0 such that a/c = k,
we have in the limit,

g(u) = exp{—a(1 — u) (3 }	 (a > 0, 0 < [3 < 1),	 (4.5)

where a = 6/k(2 — 6) and = 2 — 6. The pgf (4.5) is that of the Poisson distribution with

mean a, compounded by the distribution with pgf 1 — (1 — u)'. Applying Proposition 4.1,
we see that 2S- (.. 1(o-2 n) has a limit Z 6,x with pgf

EszAx = Eexp{—a(1 — sAx ) 13 } = Eg (.361 .

4.2 Non-critical processes

In the supercritical case, when 1 < m < co, there exists a sequence of constants C„
such that {Z*1C„} converges with probability one to a random variable V (see [6]). Fur-
thermore, if E(log	 < oo, then P(V < oo) = 1 and V has an absolutely continuous

distribution on (0, co); if E(log /0 + = co, then P(V < oo) = 0. It is known (see [6])
that in the subcritical case, i.e., when 0 < m < 1, if 0 < W(1) = < co, then 4,̀  has a
proper limit distribution

lim P(Z7*, 	 k)	 pk ,	 k = 0, 1, 2, ...
n—•co

where {pk , k >	 is a probability distribution with pgf

CO

g(u) = h(u) TT h( fri(u)),
ni="11

where fn (u) is the n-fold iteration of f (u).

Proposition 4.2. (1). Assume 1 < m < co. Then

sff.
lirn P( 	  x) = P(V 6,x x),

71 —. 0C	 Un

where V is the limiting variable for the supercritical case given above.
(2). If 0 < m < 1 and 0 < < co, then

Fun P(Szx.. = j) = r j,
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where r3 is a probability distribution with pgf E[g(l — 	 Axu)].

(3). Assume that Zn* and X are independent. If m 1, then

ESff. = EZ;i .E.6,x and VarS'zc, = D(EZ:„Var4),

where D(x, y) is given in (2.2),

1 - m,n
EZn = 	  mn ,

1— 777,

VaTZ7*, = 7712(n-1) (a 2 + T2 ) + ( T2 —	 p.2)
1 — m2	 m2iSn—i,	 (4.7)

where T 2 = V arI„ < oo and

ST, = EZ:,_1 (m2	 a2 — Tr) 2um) + (1 — EZ,.*,)E4

Proof. Parts (1) and (2) follow from Lemma 2.2. Differentiating (4.1) at u = 1 and iterat-

ing, we obtain (4.6) for m 1. To find VarSff., we observe from (4.1) that

VarZ7*, = m2 Var	 + (T2 — + 11 2 ) + Sn.

Now, after iterating, we obtain (4.7). 	 q

Example 4.2. Consider the case f (u) = 1/(m + 1 — mu) and h(u)	 [f (u)]", v > 0. If

7n < 1 and EI„ log In < oo, then (see pj) the limiting distribution is negative binomial
with pgf

( 1 — m 
g(u) =

1 — mu)

Therefore, by Proposition 4.2(2), the limiting distribution of S. has pgf

Eriu3 = E (
1 — Tri(1 — x Axtt)

1 — m

2=0

5 Families living in the first (n	 1) generations

Let T„ be the total number of individuals who have been present up to and including
the nth generation. In this section, we study the number S5-,I of families that have lived
up to and including the (n, + 1)st generation and whose family size is within the random
interval (XL , XU).

- m2(n-1)

(4.6)

-2

i=0

00
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5.1 Processes without immigration

Recall the following limit theorem for the total progeny of the critical process obtained
by Pakes [8]. If rn = 1 and a 2 < co, then

lim PIT, < vn2 IX„ > 01 = F(v)	 (0 < v < 00),

77 00

where F(v) is absolutely continuous and

CO       

	

e. —Av dF(v)	 V( 2a2 A)cosech (V( 20-2A)),	 (0 < A < co).	 (5.1)

Proposition 5.1. If m = 1 and a2 < 00, then

ST"lim P	 zIZ„ > 0) = P(ZAx 5_ z),
-,

	

71 00	 n

where Z has the Laplace transform (5.1). Furthermore, if T„ and X are independent, then

EST = (n + 1)EAx	 and	 Var4., = D(ET„,VarTn),

where D(x, y) is given in (2.2), ET, = n + 1 and VarT„ = (2n + 1)(n + 1)na2/6.

Proof. The limit follows from Lemma 2.2, taking into account the limit theorem above.
The formulas for the moments follow from Lemma 2.1 and the fact that (see [8]) ETn =
n + 1 and V arT„ = (2n + 1)(n + 1)na2 /6.	 q

It is known that in the subcritical case (see [8]) with o- 2 < co, the sequence {Tn/n}

given Z„ > 0 converges in probability to C + 1 where

f"(1) 
C =

	

	 (5.2)
m(1 — m)

In the supercritical process, there exists a sequence of positive constants {Cn , n > 1} with

Cn —> co and Cn+i/Cn m as n co such that

lim P{T„ < zCnIZ„, > 0} = lirn lim	 < zCn }Zn+ k > 0}
1L-i W	 1L-+00 k co

z(m — 1)
= P	 ' m	 W > 0 }

for k	 0, 1, ... and 0 < z < co, where W is a non-degenerate random variable having
a continuous distribution on the set of positive real numbers. It is known that the Laplace
transform 0(A) = ge-AW ) satisfies the equation 0(mA) = f [1P(A)].

Proposition 5.2. (1). If m < 1 and a2 < cc, then

SX
	lim P 	  < ZIZ

n >
	 = P ((C + 1)Ax <z),

n 

(5.3)
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where C is from (5.2).
Assume 1 < m < co and a2 < co, then

ST"
lim P 	  < z1 Z„ > 0) = P I  m W	 z1W > 0)

n—cx)	 C,„	 m — 1

where W is as in (5.3).
Assume that T„, and X are independent. If m � 1 and f"(1) < oo, then

EST = ET„E.Ax and V arSiY;w D(ET,„VarT,),

where D(x, y) is given in (2.2), ET„ = (1 — mn+1 )/(1 — m) and

92	 (1 m2n+1

V arT„ =	 	  (2n -I- 1)mn) ,
(1 — m) 2 	1 — m

where 0 2 f" (1)	 m(1 — m).

Proof. Parts (1) and (2) follow from Lemma 2.2, taking into account the limit theorems for
subcritical and supercritical processes. To calculate the moments, we refer to Lemma 2.1

and the expressions for ET„ and V arT„ given in [8].	 q

5.2 Families and total progeny in processes with immigration

In this section, let Tn be the total number of individuals as before but allowing the
immigration into the process. Assuming Z 0 	1, it is known (see [9]) that

n-1

E(uT;= ) = 977; (u)11 h(91 (u)),	 (5.4)
k=0

where gn2 " (u) is the pgf of the total number of individuals up to the nth generation of a

process without immigration. Let m = 1 and a2 < CO. It is proved in [9] that TiVn2 	W

in distribution, where W has the Laplace transform

E(e —Aw ) = [sechVo- 2 A/2] 2"/'2 .	 (5.5)

Proposition 5.3. If m	 1 and o-2 < CO, then

STx. 
lim P( 2" G z) = P(WAx < z),

n

where W has the Laplace transform (5.5). Furthermore, if T7.: and X are independent,
then

E.qc. = ET,*,EAx and	 V ar44.. =

where D(x, y) is given in (2.2), ET71 = (n 1) ± bcn(n + 1)12, and for T2 = V arin < oo

V arTi: = V ar(T„)+ an(n
2
+ 1) n—

k=0

n-1

(k+1)2-1-/2	 (k+1)
k=0

((2k 1)ka2
6 1)(5.6)
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Proof. The limit result follows from Lemma 2.2. One can find the first moment using the
fact (see [9]), that ET;: = (n + 1) + pn(n + 1)/2. After logarithmic differentiation of

(5.4), we arrive at

n-1n + 1)V arTr: = ((n + 1) +
pn(

2
2 

+ Var(Tn) — (n + 1) + (T 2 — pt) E(k + 1)2
k=0

(
n-1

(2k + 1)(k + 1)ka2 
6	

(k + 1) + (k + 1)2)
k=0

2(n 1)	 (	 pn(n + 1))
(n + 1) +	 (n + 1) +2	 2

which in turn leads to (5.6) and the expression for V ar 4.. Note that, if there is no

immigration (5.6) reduces to V arTn .	 q

If m < 1 and p, < co, then it is known that T,:ln —> pl(1—m) a.s. If m > 1 and
< oc, then

Tn	 mU
-4 	 	 a.s.	 (5.7)

mn	m — 1
where U has a finite mean and either P(U = 0) = 0 or P(U = 0) = 1 (see [7]). In
the former case U has a continuous distribution concentrated on (0, co) and this occurs iff
EY„ log IT, < oo.

	

Proposition 5.4. (1). If m < 1 and	 < co, then

P 	  < z) = P(
n	

ILAx lirn
-.00	 n	 1 — m

< z) .

Ul < m < oo and < co, then
c X

n-n oo	 mn
lim P 	

mUOx 
<	 ,

m — 1

where U is as in (5.7).
Assume that Tn and X are independent. If m 1 and 72 = V arIi < co, then

= ET7:EAx and V ar	 = D(ET,:,VarT,:),

where D(x, y) is given in (2.2),

ET: — 
1 -I-1 m 

(n m(1 	 Inn)) + 1 rnn+1
1 — m	 1 — m

and
n-1	 n-1

V	 = V arTn +
	

[V arTk — ET — pETk ] + (T2 + i-t2) (ETk) 2 -
k=0	 k=0

(5.8)



Family Size in Branching Processes	 161

Proof Parts (1) and (2) follow from Lemma 2.2, taking into account the limit theorems

above. Formula (5.8) is given in [7]. Using (5.4), it is not difficult to obtain the formulas

for VarT,7 and V arSi-C: .	 q

Example 5.1. Consider the process from Example 4.2 where f (u) = 1/(m 1— mu) and

h(u) = [ f (u)]", v > 0. Let m > 1. The limit law for Tr,* 1 mn is Gamma with parameters

(a — 1/a) 2 and v (see [7]). Applying Proposition 5.4(2), we see that S. has a limit

mULVAm— 1) with Laplace transform

E (e—AmuA,/(m-1)1) 	 m — 1 [
m — 1 + Am2 Ax (m — 1)
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ABSTRAK
Tercetusnya konsep Biologi Bermatematik boleh melahirkan usaha kerjasama antara
penyelidik bidang sains hayat, matematik dan juga penyelidik dari bidang sains lain
yang berkaitan. Data yang terkumpul dari hasil penyelidikan kajian kes sains hayat
perlu dianalisa dan ditafsir dengan betul supaya kesimpulannya adalah benar bagi
semua kes secaman. Kewujudan pelbagai pakej statistik yang boleh mengeluarkan
keputusan analisis dengan segera telah membuka peluang kepada penggunanya yang
mempunyai pengetahuan terhad dalam bidang statistik khasnya analisis data dan
berkemungkinan menghasilkan kesimpulan yang kurang bermakna. Kertas ini
membincangkan bagaimana penyelidik sains hayat dan statistik boleh bekerjasama
dalam menjayakan analisis data yang melibatkan rekabentuk ulcuran ulangan supaya
kesimpulan yang terhasil adalah lebih bermakna, munasabah dan realistilc Masalah
yang dihadapi dalam proses bercabang yang merupakan satu bidang statistik tulen
juga dibangkitkan.

PENGENALAN
Matematik adalah sesuatu yang menggerunkan bagi sesetengah

pelajar sains hayat (atau Biologi). Apatah lagi statistik yang merlukan latar
belakang matematik untuk memahaminya. Kedua-dua subjek ini adalah
antara jurang dalam pendidikan matematik bagi pelajar yang bererientasikan
biologi. Walaupun terdapat kursus asas yang boleh diikuti, namun kursus-
kursus statistik yang ditawarkan oleh Pusat Pengajian Sains Matematik (atau
Statistik) kerapkali tidak memenuhi kehendak pelajar atau bakal penyelidik
biologi kerana dikatakan terlalu theoretical.	 Pelajar pula perlu
mengaplikasikan kaedah-kaedah staistik ke atas masalah atau kajian kes
yang mereka minati.
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Mengikut takrif yang diberikan dalam [11],

`Mathematical biology or biomathematics is an interdisciplinary field of
academic study which aims at modeling natural, biological processes using
mathematical techniques and tools. It has both practical and theoretical
applications in biological research.'

Kaedah statistik merupakan salah satu teknik atau alat matematik
yang digunakan dalam penyelidikan sains 	 Tidak dapat disangkalkan
bahawa sesuatu teori menjadi lebih jelas apabila diaplikasikan kepada
masalah tertentu. Bayangkan dari suatu teorem matematik yang terdiri dari
hanya persamaan atau pernyataan matematik dapat dihuraikan dalam bentuk
masalah harian atau kajian kes semasa.

Kebelakangan ini, aplikasi matematik dan statistik dalam bidang
biologi timbul dengan kadar yang memberangsangkan. Antara sebabnya
ialah lahirnya set-set data bermaklumat misalnya data genomics yang susah
untuk difahami tanpa alat analitik. Perkembangan dan penemuan terbaru
alat matematik dapat membantu penyelidik memahami konsep-konsep
biologi yang komplek. Teknologi perkomputeran yang semakin canggih dan
cekap sekarang ini mampu menjalankan pengiraan dan simulasi yang
sebelumnya agak mustahil. Pada masa yang sama, bidang-bidang barn
dalam teori kebarangkalian dan statistik juga berkembang untuk memenuhi
keperluan bidang biologi.

Kaedah statistik dan peranannya

Seperti yang dinyatakan, statistik adalah suatu bidang yang berlandaskan
matematik secara dasarnya.	 Ianya adalah sains matematik yang
mengendalikan pengumpulan, analsis, tafsiran dan persembahan data.
Objektifnya adalah untuk membuat inferen mengenai suatu populasi yang
diminati berdasarkan maklumat yang diperolehi dari sampel-sampel ukuran
dari populasi tersebut. Kaedah-kaedah statistik yang telah dibangun boleh
digunakan untuk meringkas, menghurai koleksi data, mengenal pasti corak
data agar dapat dimodelkan. Ianya kemudian diguna untuk membuat inferen
mengenai proses atau populasi yang dikaji. Dari suatu ujikaji atau kajian,
data dikumpul dan dianalisa supaya dapat menjawab soalan penyelidik dan
memberikan suatu keputusan statistik yang bererti. Daripada keputusan ini
juga, suatu teori barn boleh diuji dan dibangunkan.

Sebelum ujikaji dijalankan, rangka pengumpulan data dirancang supaya data
yang sesuai dapat dikumpulkan. Ini dikenali sebagai reka bentuk ujikaji.
Data yang dikumpul kemudiannya dianalisa dengan menggunakan kaedah
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statistik yang mengandungi faktor atau aras yang diambil kira atau
dipersetujui semasa proses merangka ujikaji untuk menghasilkan
kesimpulan yang kukuh dan memenuhi objektif kajian . Pendekatan secara
statistik pada reka bentuk ujikaji adalah perlu jika ingin mendapatkan
kesimpulan yang bermakna daripada data (Montgomery, 1983).

Pemilihan faktor, aras, pemboleh ubali,.sambutan dan reka bentuk ujikaji
merupakan langkah-langkah penting dalam proses ujikaji. Dalam analisis
rekabentuk ujikaji, hipotesis yang dijalankan ialah menguji kesamaan
beberapa min. Tatacara yang digunakan ialah Analisis Varians (ANOVA)
yang mengambil kira ralat ujikaji atau ubahan dalam data. Segala nilai
ubahan yang diambil kira diringkaskan dalam Jadual ANOVA.

Reka bentuk ukuran ulangan

Kebanyakan penyelidikan sains gunaan memerlukan lebih dari satu cerapan
daripada satu unit ujikaji (atau subjek) bagi penjimatan kos. Dengan itu,
adalah penting untuk mendapat seberapa banyak maldumat yang boleh
daripada satu unit ujikaji ini.

Salah satu rekabentuk yang boleh digunakan dalam kajian biologi ke atas
data begini ialah reka bentuk ukuran ulangan. Sama seperti mana-mana
ANOVA, hipotesis dalam reka bentuk ukuran ulangan ialah menguji
kesamaan min Dalam rekabentuk ukuran ulangan, data tercerap diperolehi
daripada t masa yang berlainan tetapi merujuk kepada unit , ujikaji (atau
subjek) yang sama. Hasilnya ialah data bersandar memandangkan cerapan
terkumpul bagi semua sampel atau aras rawatan adalah kepunyaan subjek
yang sama.

Antara sebab lain penyelidik memerlukan lebih dari satu cerapan dari unit
ujikaji adalah kerana dipercayai bahawa ubahan di kalangan atau di antara
unit ujikaji adalah lebih besar jika dibandingkan dengan ubahan dalam suatu
unit ujikaji (Ott, 2001). Dalam kes ini, adalah lebih baik menjadikan unit
ujikaji sebagai blok dan setiap unit ujikaji diberi setiap rawatan. Kajian
dengan reka bentuk ukuran ulangan mempunyai kelebihan untuk menambah
baik kejituan anggaran (Agresti, 1999). Unit ujikaji atau subjek yang sama
dalam setiap kumpulan boleh membantu penyelidik menghindar ralat yang
berlebihan

Jadual di bawah menunjukkan bentuk set data yang diperolehi dari suatu
reka bentuk ujikaji dua faktor dengan ukuran ulangan pada satu faktor.
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Model yang digunakan bagi ujikaji dua-faktor ini ialah
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JADUAL A: Data reka bentuk ukuran ulangan	 JADUAL B: Rajah pembahagian ubahan

Dalam ujikaji di atas, subjeknya ialah pokok dan data tercerap ialah
peratusan akar pokok yang keluar. Tujuan ujikaji adalah untuk mengkaji
samada semua aras media memberi kesan yang sama ke atas perkembangan
peratusan akar yang keluar. Faktor media terdiri dari sampel tak bersandar.
Dua kesan tetap bagi ujikaji ini ialah media (1, 2, 3, ...., a) yang diwakili
oleh a sampel tak bersandar dan minggu yang terdiri dari b kali cerapan.
Minggu merupakan faktor dalam-subjek memandangkan perbandingan
kategorinya menggunakan ukuran ulangan dalam sampel. Media adalah
faktor antara-subjek kerana perbandingan kategorinya menggunakan pokok
berbeza dari setiap kategori.

Walaupun kedua-dua faktor (media dan minggu) adalah kesan utama,
analisisnya berbeza dari ANOVA dua-hala yang biasa digunakan. Ini adalah
kerana ukuran ulangan ke atas faktor dalam-pokok menghasilkan kesan
ketiga, iaitu kesan rawak bagi pokok. Setiap pokok diperhatikan pada setiap
kategori minggu, tetapi hanya pada 1 kategori media. Dengan itu, pokok
dikatakan tersarang dalam faktor media. Maka pembahagian ubahan bagi
ANOVA dua hala ini adalah seperti dalam rajah di bawah:

yang mana t adalah min keseluruhan,	 dan al,) adalah kesan tetap
bagi media, minggu dan saling tindak, masing-masing. Kesan rawak yang
disebabkan oleh pokok ke- k dalam media ke- i ditandai 71-5( , ) , adalah tak

bersandar dan tertabur N(0, as') dan tak bersandar dengan e k yang juga tak

bersandar dan tertabur N (0,cr 52 ) Jadual ANOVA yang terhasil adalah
seperti dalam jadual berikut.

JADUAL C: Jadual ANOVA ujikaji reka bentuk ukuran ulangan

Punca SS dk MSE
Antara-subjek

Media
Pokok-dalam-

Media

SSM
SSP(M)

a-1
a(n-1)

SSM/a-1
SSP(M)/a(n-1)

Dalam-subjek
Minggu

Media*Minggu
Ralat

SSW
SSMW

SSE

b-1
(a-1)(b-1)

(a-1)(b-1)(n-1)

S SW/b- 1
SSMW/(a-1)(b-1)

SSE/(a-1)(6-1)(n-1)

Jumlah SST abn-1
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Untuk menguji kesan saling tindak dan dua kesan utama iaitu

H0 :0,, = 0, Ho :Ow = 0 and H,:t9, = 0 , statistik ujian F yang digunakan

ialah F =
MMSE

SMW MSW	

M 
MSM 
SP(M)

,F =	 dan F =	 , masing-masing.
MSE 

Apa yang diperhatikan, jika penyelidik tidak mengambil kira kesan rawak
SM M 

bagi pokok, penyelidik akan tersilap mengambil F —
MSE 

untuk

menjalankan pengujian hipotesis H0 :Om =0 .	 Apatah lagi dengan
keupayaan sofwer statistik masa kini yang dengan mudah mengeluarkan
jadual ANOVA. Walau bagaimana pun, penyelidik perlu berhati-hati kerana
sesetengah sofwer menggunakan MSE dalam semua pengiraan statistik
ujian F . Dalam kes ini, jika penyelidik tidak memahami statistik ujian
sepenuhnya, sudah tentulah penyelidik ini akan berpandu kepada nilai F
tidak betul yang dikeluarkan oleh sofwer tersebut. Dengan itu, kesimpulan
yang dihasilkan adalah kurang tepat. Di sinilah perlunya pengetahuan
statistik supaya penyelidik dapat menggunakan statistik ujian yang betul dan
seterusnya merumus kesimpulan yang tepat.

Terdapat juga sesetengah penyelidik yang mengabaikan terus kesan rawak
yang wujud sedangkan ianya benar-benar wujud. Apabila diabaikan, maka
MSE akan menjadi besar. Statistik ujian untuk menguji kesan media akan
terus mengambil kira MSE. Untuk memahami keperluan dan penggunaan
statistik ujian yang betul, 	 adalah	 suatu perkara yang kadang kala
merumitkan bagi penyelidik biologi, ditambah pula kurangnya pengetahuan
dalam bidang matematik khasnya statistik. 	 Untuk mengelak daripada
melakukan kesilapan, elok kiranya penyelidik biologi bekerjasama dengan
penyelidik statistik dalam menjalankan kajian supaya analisis yang betul
dapat dijalankan dan matlamat penyelidikan tercapai. Kes seterusnya
membincangkan keperluan 	 penyelidik biologi 	 dalam penyelidikan
matematik pula.

Proses Bercabang

Suatu populasi terdiri dari subjek yang mampu menghasilkan keturunan dari
jenis yang sama. Katakan setiap subjek, pada	 akhir hayatnya telah
melahirkan se bilangan keturunan. Dalam proses evolusi dan kelahiran,
diandaikan bahawa semua subjek bertindak secara talc bersandar antara satu
sama lain dan pada akhir tempoh hayat mereka menjana suatu bilangan
rawak inidividu (atau subjek) baru berdasarkan beberapa hukum
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kebarangkalian. Proses X(t), iaitu saiz populasi pada generasi ke- t (t
diskret di sini)) dikenali proses bercabang yang merupakan kelas khas bagi
rantai Markov dan mempunyai aplikasi dalam bidang biologi. Juga dikenali
sebagai proses stokastik bercabang kerana is merupakan suatu model
matematik yang menerangkan pembangunan proses dalam bentuk bercabang
misalnya pengembangan atau pembiakan suatu populasi.

Kajian proses bercabang bermula pada tahun 1873 oleh Sir Francis Galton
yang mengkaji kepupusan suatu kaum bangsawan dan masalah ini berjaya
dijelmakan dalam lelaran fungsi penjana oleh Rev. Henry Watson. Dalam
tahun 1972, suatu kertas kerja yang telah ditulis oleh I. J. Bienayme dalam
tahun 1845 yang mengkaji masalah yang serupa telah dijumpai. Sejak itu,
proses bercabang masa diskret ini dikenali sebagai proses Bienayme-Galton-
Watson (BGW).

Katakan pada masa kelahiran generasi ke- t , terdapat suatu imigrasi Y(t)
subjek ke dalam populasi tersebut. Maka, saiz populasi baru ini, Z(t) di
kenali sebagai proses bercabang dengan imigrasi. Dalam proses ini, setiap
Y(t) subjek akan memulalcan suatu proses bercabang. Taburan bilangan
immigrant (atau pendatang) boleh berbeza mengikut masa dan pembiakan
populasi sedia ada. Faktor imigrasi agak penting dalam aplikasi proses
biologi dan ekologi. Andaian ketakbersandaran proses imigrasi dan
pembiakan juga adalah munasabah dalam kebanyakan bidang sains.

Proses bercabang berbeza antara satu sama lain bergantung' kepada suatu
parameter A iaitu min bilangan keturunan oleh satu subjek, yang dikenali
sebagai keterkritikalan proses. Terdapat tiga jenis proses bercabang. Jika
A <1,A =1 dan A >1, proses ini dikenali proses subkritikal, kritikal dan
superkritikal, masing-masing. Berbagai kemungkinan boleh berlaku pada
suatu proses dalma suatu tempah yang agak panjang. Salah satu
kemungkinan ialah kepupusan proses. Dalam model kebarangkalian, jika
A :5.1 dan A >1, kebarangkalian kepupusan ialah 1 dan <1 , masing-masing.
Walau bagaimana pun, tidak mustahil jika sesuatu proses akan wujud secara
berterusan. Ini dikenali sebagai ketakpupusan proses. Kajian ke atas proses
bercabang mengambil kira faktor kepupusan dan ketakpupusan ini.

Model proses bercabang berbeza antara satu sama lain dengan andaian
tambahan ke atas proses pembiakan subjek baru dan juga boleh mengambil
kira taburan tercantum bagi hayat hidup dan saiz keturunan. Objek utama
dalam penyelidikan proses bercabang ialah proses rawak X(t) (atau Z(t)
dalam proses dengan imigrasi), dan juga cirian lain yang menerangkan
struktur pokok bagi suatu proses. Bilangan subjek dalam suatu generasi yang
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mempunyai keturunan set tak kosong pada masa t dikenali sebagai proses
bercabang terturun (Fleishman & Siegmund-Scgultz (1987), Yakimov
(1980), Yeoh (1998)) dan bilangan pasangan yang mempunyai bilangan
keturunan yang sama (Rahimov, 1995) adalah dua contoh pemboleh ubah
rawak yang dikaji oleh penyelidik.

Masalah lebihan pertama

Antara cirian yang dikaji ialah masalah lebihan dalam proses bercabang.
Kertas kerja ini membangkitkan masalah lebihan pertama pada suatu aras
yang diberi bagi sebilangan proses bercabang tak bersandar. DitalcrifIcan

v (t , 6) = min {k : X k (t)> 0(t))

bagi suatu fungsi aras 9(t) diberi, samada tetap atau menokok.

Proses X, (t); i =1,2, ... boleh ditafsirkan sebagai saiz populasi yang wujud
dalam bahagian yang berbeza dalam suatu kawasan yang luas. Maka, proses
v(t , 0) ialah indeks proses pertama dalam famili tersebut yang mana saiznya
melebihi aras 0(t) . Beberapa kes boleh diambil kira untuk mengkaji
masalah indeks pertama ini. Antaranya ialah apabila proses mempunyai
taburan keturunan secaman, berbeza dan jugs kewujudan famili imigrasi.
Beberapa taburan had bagi v(t, telah dibuktikan (Rahimov, 1998). Salah

satu teorem yang telah dibuktikan bagi proses X ,(t) dengan taburan
secaman dinyatakan disini:

yang menggunakan Teorem Yaglom:

lirnP[X(t)= kIX (t)> 0]= Pk.;k

dan Q(t) adalah kebarangkalian ketakpupusan.

Rekabentuk Ukuran Ulangan dan Proses Berc,abang dalam Biologi

Teorem tersebut telah dibuktikan menggunakan teknik jelmaan Laplace.
Penghasilan teorem ini adalah satu kejayaan bagi bagi seorang penyelidik
matematik atau statistik tulen kerana suatu teorem baru telah dibangunkan.
Seperti yang telah dinyatakan di awal kertas kerja ini, suatu teorem akan
lebih jelas dan bermakna jika dapat diaplikasikan kepada masalah nyata atau
sebenar agar dapat diketahui sejauh mana ketepatan teorem yang telah
dibuktikan. Penyelidik matematik 'kebiasaannya menggunakan contoh
matematik untuk mengukuhkan teorem yang telah dibukikan. Seperti dalam
kes ini jika taburan keturunan adalah taburan geometri dengan p >1/ 2 dan
B e N , maka v(t)(1— A)A` menumpu dalam taburan kepada suatu pemboleh
ubah rawak yang mempunyai fungsi ketumpatan kebarangkalian eksponen
Ace-A ' yang mana A= q l p , q=1— p dan x > 0 . Bagi kes

ini, E[v(t)] ( 2 1- 1-)(4)8+: ,t —) .

Memandangkan masalah proses bercabang ini boleh diaplikasikan dalam
proses biologi, adalah baik jka data nyata/sebenar dapat diperolehi dan
dianalisa supaya ketepatan teorem dapat dilihat. Untuk mendapat data
sebenar ini, sudah tentulah penyelidik statistik rnemerlukan bantuan
kepakaran penyelidik biologi. Disebabkan kerumitan mendapat data yang
boleh memenuhi kehendak masalah, penyelidik matematik biasanya
kebiasaannya menggunkana data simulasi sebagai ganti kepada data sebenar.

KESIMPULAN

Daripada kedua-dua kes yang telah dinyatakan, jelas kelihatan
bahawa penyelidik statistik dan biologi saling merlukan antara satu sama
lain supaya hasil penyelidikan akan lebih bererti dan bermakna. Dalam kes
reka bentuk ukuran ulangan, jika penyelidik biologi tidak mempunyai
pengetahuan yang cukup, berkemungkinan berlakunya kesilapan dalam
analisis dan seterusnya kesimpulan yang diperolehi adalah tidak kukuh.
Dalam kes proses bercabang, penyeldidik matematik atau statistik tulen amat
memerlukan kepakaran penyelidik biologi dalam mendapatkan data sebenar
bagi proses yang dapat memenuhi kehendak masalah supaya keputusan yang
telah dibuktikan dapat ditentu sahkan dan diguna pakai.
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