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MSG 466 - Analisis Multivariat

Masa : [3 jam]

ARAIIAN KEPADA CALON:

Sila pastikan bahawa kertas peperiksaan ini mengandungi LIMA soalan di dalam

29 halaman yang bercetak sebelum anda memulakan peperiksaan ini.

Jawab SEMUA soalan. Sekurang-kurangnya satu soalan mesti dijawab di dalam

Bahasa Malaysia.

1. (a) Pertimbangkan enam cerapan pembolehubah .r, , x* dan x1'

xr: 368742
xzilz 7 11 8 13 9

111657813

Dapatkan L fn dan f,
(10/100)

(b) Diberikan matriks

Ir 21
A =1, _z)

(i) Adakah 4 bersimetri?

(ii) Adakah 4 tentu Positif?

(iii) Dapatkan pasangan nilai eigen - vektor eigen 4.

(iv) Tentukan penghuraian spektrum 4.

(v) Dapatkan d-r.
...2/-
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(vi) Hitung pasangan nilai eigen - vektor eigen d-r .

(vii) Tentukan penghuraian spektrum d-r .

(30/100)

(c) Andaikan X'= [X, ,.'-,X nf dan Z'=f2,,2r,..',Zu] sebagai

vektor rawak. Tunjukkan bahawa jika X dan V, adalah tak bersandar,
jadi setiap kumpulan X adalah tak bersandar dengan setiap komponen
v,.

(30/100)

(d) Diberikan matriks data

| + z 6lx=l31ri
L2 3 4)

dan kombinasi linear

[ "'lb'\ = ft z tllxz 
y

LX,J

dan

,l-I ld,g = [_t 3 2li x, 
I

L 
".1

Hitung min-min sampel, varians-varians dan kovarians sampel b'X
dan d'X.

(30/IAO)

...3t-
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1 . (a) Consider six observations of variables x' , x2, and x. '

x;.368742
xztlz 7 ll 8 13 9

xti6578l3

Find 1, S, and R,,

(IO/t00)

(b) Given the matrix

(D Is / sYmmetric?

(ii) Is d positive definite?

(iii) Find eigenvalue-eigenvector pairs of d.

(iv) Determine the spectral decomposition of 4.

(v) Find 4-r.

(vi) Compute the eigenvalue-eigenvector pairs of 4-' .

(vii) Determine the spectral decomposition of d-' '

(30/100)

(c) Let x' = [X,, ...,x,,] and z' =lz,,zr, "',2r1 be random vectors.

Show that, if X and Z arc independent, then each component of X is

independent of each component of Z.
(30/100)

I t 21
4 =L, -z],

i7r
...4/-
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and

[ "'ld,$ = [-t t zl1xrl
LX,J

are given. Calculate the sample means, variances and sample
covariance b'X dan d'X.

(30/100)

2. (a) Andaikan X sebagai Nr(p,I) dengan p'=f-3,1,4] dan

I r *z oltlz=i-2 s 0i.
Lo o z)

Di antara pembolehubah-pembolehubah rawak berikut, yang manakah
tak bersandar? Terangkan.

(i) X, dan X".

(ii) X, dan X..

(iii) (X,,Xr) Oon x..

(iv) L* dan X.,.

...5/-
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(d) Let the following data matrix

l+ z 6l
x = i 3 t zi

L2 3 4J

and the linear combinations
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(v) X, dan X, - .j 
X, - X..

(40/r00)

(b) Andaikan, 
1 -.' 

sebagai N.(p,I) dengan lt'=f2, -3, l] dan

,=i I I :i
tlLl 2 2J

(i) Dapatkan taburan bagi X..

(ii) Dapatkan taburan bagi 3X, - 2X, * X,.

(iii) Dapatkan raburan b"gi [ tr'r--l^'r)
6a/100)

2. (a) Let X h Nr(p, E) with p'= [-3, l,4] and

I r -z oltl,=i_, r oi.
Lo 0 2)

Which of the following random variables are independent.
Explain.

(i) X, and X,

(ii) X, and X,.

(iii) (",,*r) and x..

(iv) ry and X..

(v) x, and X, -:X, - Xr.

(40/100)

...6/-

173



X be N.(p,I) with p' = 12, -3, l] and

IMSG 4661

.tsl.8s | .e5

.614 11.036 ll.g5

daripada jadual titik

(30/I0o)
,..7t-

-6

(b)

Ir 1 rl
r=l r 3 ,l

Lr 2 2J

3.

(i) Find the distribution of X.'

(ii) Find the distribution of 3X, - 2X, * X,'

(iii) Find the distriburion r I f; -i: ]
(60/100)

(a) Pertimbangkan kadar pulangan tahunan (termasuk dividen) untuk

Purata Perindustrian Dow Jones bagi tahun 1963-1972. Datanya,

didarab dengan 100, ialah:

Guna l0 cerapan ini untuk menjawab soalan berikut.

(i) Binakan suaru plot o-o. Adakah data ini kelihatan tertabur

secara normal? Terangkan.

(ii) Jalankan suatu ujian kenormalan berdasarkan pekali korelasi

I (",,, -t)(e61- o)
fe=

Andaikan aras keertian sebagai cr = .lO.

Gunakan jadual kuantiti normal piawai q(i) berikut:

.2s l.:s l.4s

dan nilai f(n, a) -.f(10, .10) = '935
genting bagi plot O-O.

tahun I le63 | t964 | 1965 | 1966 | t967 | 1968 I 1969

kadar I 20.6 | t8.7 | vz | -1s.7 | le.o | 7.7 | -11.6

i74
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Suatu surat khabar menyenaraikan harga kereta terpakai jenis kecil
dengan pembolehubah umur xt, dalam tahun, dan harga jualan xz,

dalam ribuan ringgit.

5 t7 t7 8 le lr0
2.30 | r.90 | r.00 I .70 | .30 r.00 I r.0s | .45 | .70

(iii)

Binakan suatu plot sebaran data dan gambarajah titik sut.

Buat kesimpulan tentang tanda kovarians sampel S,r daripada

plot sebaran tersebut.

Hitung min sampel 7t,72 dan varians sampel S11, S22. Hitung

kovarians sampel S,, dan pekali korelasi sampel rn.
Tafsirkan kuantiti-kuantiti tersebut.

Pamerkan vektor min sampel t, matriks varians dan

kovarians sampel S, dan matriks korelasi B.
(30/100)

Dengan menggunakan data dari Bahagian b, dengan xt merupakan

umur dan xz merupakan harga jualan dalam ribuan ringgit bagi

n= lO kereta terpakai,

(i) Hitungkan jarak kuasa dua teritlak

f \ ( ) [',, I
l*, - tl$-'l *i -El,i=1,2,..., 10, dengan r., =l "" 

I

\- / \- ) Lxri)'

dengan menggunakan jawapan yang diperolehi dalam Bahagian
b.

Dengan menggunakan jarak-jarak dalam Bahagian (i), tentukan
kadaran cerapan yang terletak di dalam kontur kebarangkalian
5OVo yang dianggar bagi suatu taburan normal bivariat. Guna
nilai y'7r(S) = 1.39 untuk titik genting X'.

(i)

(ii)

(iv)

(c)

(ii)

L7s

...8/-
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(iii) Susun jarak-jarak dalam
kuasa dua. Guna jadual

P=2, n=lO:

lMsG 4661

(i) dan bina suatu plot khi
khi kuasa dua berikut bagi

Bahagian
persentil

"'[#) t.60 2.lo 2.77 3.79

(iv) Diberikan jawapan dalam Bahagian (ii) dan (iii), adakah data

ini bertaburan normal bivariat secara hampiran? Terangkan.

(40/r00)

Consider the annual rates of return (including dividends) on the
Jones Industrial Average for the years 1963-1972. These

multiplied by 100 are:

Use these l0 observations to answer the following.

Dow
data,

3. (a)

j-0.5

l0

(i)

( ii)

Construct a Q-Q plot. Do the data seem to be normally
distributed? Explain.

Carry out a test of normality based on the correlation
coefficient

fe=

Let the significance level 66 s[ = .10.
Use the following table of standard normal quantities q(i):

tahun | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 | 1969

kadar | 20.6 | 18.7 | 14.2 | -15.7 | l9.O | 7.7 | -11.6

q(i)

176
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and the value fln, a) =l(10, .10) = .935 from the table critical
points for the Q-Q plot.

(30/100)

(b) A morning newspaper lists the following used car prices for foreign
compact with age .rr measured in years and selling pice x, measured

in thousands of dollars.

5 l7l7 | 7

.x2

(i)

(ii)

(iii)

2.30 | r.90 | r.00 | .70 | .30 | 1,00 | 1.05 .45 1.70 1,30

(iv)

Construct a scatterplot of the data and marginal dot diagrams.

Infer the sign of the sample covariance S,, from the scatterplot.

Compute the sample means Tt,iz and samplo variances

S11,S22. Compute the sample covariance S,, and the sample

correlation coefficient r,r. Interpret these quantities.

Display the sample mean vector N, the matrix of sample

varizurce and covariances S, and the matrix of correlations S.
(30/100)

(c) Using the data from Part D, where x, the age and x, is the selling price

measured in thousands of dollars for n = 10 used cars.

(i) Calculate the squared generalized distance

f '\ ( ) [",,.l
[], -rls-'l !, -E l,r= t,2,"', 10, dengan *, =i .',1,, I\-" i \-" ) Lnt

using results obtained in Part b.

Using the distances in Part (i), determine the proportion of the

observations falling within the estimated 5OVo probability
contour of a bivariate normal distribution Use the value

X;$) = 1.39 of the X2 criticalpoint.

(ii)

i77
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Order the distances in Part (i) and construct a chi-square plot.
Use the following table of chi-square percentiees for p = 2,

n=lO:

(iv) Given the results in Parts (ii) and (iii), are these data

approximately bivariate normal? Explain.

(40/rO0)

Andaikan matriks data bagi suatu sampel rawak bersaiz n = 4
daripada suatu populasi normal bivariat sebagai

*=1,7 3 3 
'3]

(i) Nilaikan 72, bagimenguji Ho: F = [ r1]

(ii) Tentukan taburan rz bagi keadaan dalam bahagian (i).

(iii) Dengan menggunakan (i) dan (ii), uji Ho pada aras

cr = .05. Apakah kesimpulan yang boleh dibuat? Gunakan
jadual bagi titik genting taburan-F (a = .05).

(60/100)

Pertimbangkan matriks data

lz -;5.lx=14 2 3l
Lg -z zJ

Hitungkan matriks sisihan 
,#r, -,f,u*r,.

Tentukan S dan hitung varians sampel teritlak l.Sl.

Hitungkan jumlah varians sampel.
(40/IO0)

...tu-

i7B

(b)

(i)

(ii)

(iii)

"'[#J
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4. (a) Let the data matrix for a random sample of size n = 4 from a bivariate

normal population be

v lz 86 8lo=Lt2 9 9 l0l.

(i) Evaluate 72, fortesting Ho: ]L= [ tT ]

(ii) Specify the distribution of Tz for the situation in (i).

(iii) Using (i) and (ii), test Ho at the o = .05 level. What

conclusion is reached? Use the table for F distribution critical
points (c = .05).

(60/1oo)

(b) Consider the data matrix

lz -r sl
x=14 2 3l

L3 -2 2J

(i) Calculatethematrixof deviations .X - 7, L' '(3x3) (3xlXlx:i)

(ii) Determine ,S and calculate the generalized sample variance l^91.

(iii) Calculate the total sample variance.
(40/100)

5. (a) Cerapan terhadap dua pembolehubah sambutan telah dikumpul bagi

tiga rawatan. Vektor-vektor cerapannya ialah

Rawatan': it] t;] t:] [3] t;]
Rawatan2: ti] tl] i3]

Rawatan3: [3], [?], t?], t3]

...12t-
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(i) Pecahkan cerapan-cerapan ini kepada komponen min, rawatan
dan reja. Bina tatasusunan yang sepadan bagi setiap
pembolehubah.

(ii) Dengan menggunakan maklumat dalam Bahagian (i), bina satu
jadual MANOVA satu-hala.

(iii) Nilaikan lambda A. Wilk, dan uji kesan-kesan rawatan.
Tetapkan o = .01 dan guna jadual taburan Larnbda A' Wilk.

(50/100)

Pertimbangkan matriks kovarians

(i)

(ii)

(iii)

r = [: ?lt2 2)'

Tentukan komponen prinsipal populasi Y, dan Yr.

Hitung kadaran jumlah varians populasi yang diterangkan oleh
komponen prinsipal pertama.

Tukarkan matriks kovarians I kepada suatu matriks korelasi
p dan tentukan komponen prinsipal Y, dan Y, daripada p.

Hitung kadaran jumlah varians populasi yang diterangkan oleh
Yt.

Bandingkan komponen-komponen tersebut dengan komponen-
komponen yang diperolehi dalam (i). Adakah kedua-duanya
sama?

Hitung korelasi pv,.z, , py,.z, d?n Prr.rr.

(iv)

(v)

).

(s0/t0o)

(a) Observations on two responses are collected for three treatments. The
observation vectors are

rreatmentsr' I-gl l-:l tgl t*'l f ll'' L7l' Lel' L6l' L9l' L9l

180
...r3t-
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'freatments 2:

Treatments 3:

telttlt3l
[?],t?l t?l Izl'L3l

(i)

(ii)

(iii)

Break up the observations into mean, treatment and residual
components. Construct the corresponding arrays for each

variable.

Using the information in Part (i), construct the one-way
MANOVA table.

Evaluate Wilk's lambda A., and test treatment effects. Set

cr = .01 and use the table of distribution of Wilk's Lambda A- .

(s0/100)

Consider the covariance matrix

I s 'tfr = I ; ; l-

(i) Determine the population principal components Ij and Yr.

(ii) Calculate the proportion of total population variance explained
by the first principal component.

(iii) Convert the covariance matrix L to a correlation matrix p and

determine the principal components I, and I/, from p.

Compute the proportion of total population variance explained
Yt.

(iv) Compare the components with those obtained in (i). Are they
the same?

Computethecorrelations pr,r, , Pv,,4 atrd Prr.zr.

(b)

(v)

- oooOooo

iB1

(s0/100)
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(MSG 466) Lampiran I

MSG 466 - ANALISIS MULTIVARIAT

LAMPIRAN

Tatatanda adalah seperti di dalam kuliah.

L Penguraian spektrum bagi suatu matriks simetrik k x k, I diberikan oleh

4 = L, 1r"_', + Lze_ze_'z* ...+ L*r_* 
"_'r

di mana ?'t, L2, ... It adalah nilai-nilai eigen d dan e_r,!2,...,e_r adalah vektor-vektor

eigen terpiawai yang berkaitan.

2.

J.

Katakan { mempunyai r[;]= p au"
\,/

dan varians I' D e .

f.k.k. normal bivariat:

f(*r, *r) =
I

r-----t-----:-i
2nrtotrcrr\l - piz)

*."[l)= t

{

Maka g' { mempunyai min, g'P

If ", - u, ]' -(', - u,\ - " ^ l,', - u, ]f ',=, ll
L1E-j 

. IEj - zPnlfjt.Ejl

4. f.k.k. normal multivariat:

x exp
z0 - p?,)

f(x) =
| -(llz)(l - rr)'P-'({ - p)

(znlor' lzlt"

maka AX -Nn(y'*,eDe')5. Jika { - ",[*' t)'

...2t-
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6. Satu sampel:

', - uJ r-,f x- - pl(a) T2=nt / \ -)

r s r .lf -)f -Jx =; *I', s = ,_t k[I,- x 
)lYt 

- x 
)

,, -t^i-'t, ,^- ^n-p 'p'n-p

(b) Lambda w'ks n2ln =ltl ll t, I = [' 
. #i'

(c) Selang keyakinan serentak 100(l - a)o/o bagi !'1t':.

ffi
t' x x tffi F"'n-"(u) !'s!

(d) Selang keyakinan serentak Bonferroni l00(l - u)Vo bagt

Fr, i = l, ',', p:

t" ) /s.x, + tn_rlU)l;

lrr

Prt-

p
--
.1)

['

t

I2
z-

-p

'2

I

I

42

v

:
t2

t-

+

+n

xl

r
(n,

t71

I
L

I
I
I
I
L

7
t

(a) T2 =

T2-

(t '.) l-'l-*-ls, I

\nr nz)- J

lt- |

\l'
- *',ll

)l-*'))

Fp'nr*n,

...3t-
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(b) Selang keyakinan serentak 100(l - a)Vo bagi r'[u, - ur'l'\- - )

di mana c2
(n,+n"-z)p

_ _>--_-:----_:- F
fll * nz - P - I' t''\ +a2- P- |

8.

A*-

9. Andaikan f mempunyai d.k. ms dan f/ mempunyai d,k. ms ' Katakan A =

Maka (l) Untuk p = 1.

It-4,]"
\ A ) "'t 

- Fn'o'"" bagi sebarang rn" '

...4t-

lt*rl't--l

i.8 5
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(2) Untuk m" = l.

f+l 
mE +-l-p - Fp.^1,+t-p bagisebarang p.

tA ) P

(3) Untukp=2.

(t - n"' )(" - t)
l-1"-' ,," ,- Fz,,,z(^u-)'

(4) Untuk m,, = 2-

(t-nt''\(^r*l-p)
lTJt-=--l - Fzp.z(^,,*r-p)

untuk p ) 2.

Pembetulan Bartlett: Katakan flo = frE * mn

Bagi la" besar.

-f toeL - x?,^,

dimana f = mr,-itr-mn+l)

ll- no 2\n*mr+t)

lo. MAISIYA-duehala:

ssP6u11o,' = t rr(r' -t)[r' - t)

ssp1o1so,, = 2 r,(z r- r)[r- - r)

""*iTl[ = 2Z'(u'r -t'-tr.t)
(_ _ _jlxr*-xt - x*+Xl
\-)

ssP**16uu1 = ; I ; [r* - r. )[0., 
- t,r)

...5/-
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I l. Komponen Prinsipal

(a) Yi = e'i4, i=l'2,.-.,P.

Lampiran 5

t--
,y,,xr = 3J3*, i,k= 1,2,..., p.

Jo*

(b) !, = e'i Z

oY,,zn = e*iJi, i,k=l'2'--.,P.

12. Analisis Faktor

(a) X-V=LE+q

r)(b) Kov[X)=LL'*v

rou[.x. rl = r\-'-l

(c) nl = tl, + Ll2 + ... * (2,^, i = 1,2,...,p.

6ti = h? + Vi, i = 1,2,...,P-

(d) Kriterium varimax: Pilih transformasi ortogon T yang menjadikan

v=lif:r;p prli=r

sebesar yang mungkin.

13. AnalisisPembezalayan

r\(a) Y=LX=lpr-Fzlt-'X
\- - )

t( \ .r )m = Tlp' - pr I E-'lp, + Fz Iz\- - ) \- - )

(p \2 I
- | > 7i;lll

\i=r ) J

. i.87

...61-
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/\(b) y = ?'* = lz, -41su' I
t- - I\/

^ r(- -] ^-,(- -)m=-lxr-xz lJrlxt+x2 | ',2\-' --) '1.- ')

(c) Petua peruntukan:

lnrjikayo2ff
Untukkan r" kepada 1:u --'--- l. n, jika lo < fr

x ( \/ \'

(d) g, = il*,-ullr,-ol
i=r \- /\- )

I, , ... , l, nilai eigen dan

€ t , . . ., e" vektor eigen E-l 8o .

(-,\ = jr I nemUezalayanke-i, i = 1,2, "',s '

t( \/ \(e) & = >l!,-tll:,-il
i=r\- i\- )

B ni( \( \

'y = I I [,,, 
- :,.J1:,, -I,.J

!, I = 6,4 pembezalayansampel ke-i' i = l' "' ' s'

(0 Petua peruntukan:

Untukkan x kepada no jika

' .,t -,[^ f \ltI (1, -tr,)' = > L1''lo-'r))j=t j=t I

:[^ r )l'< Llr,la_ttll
;=r L- \ /l

bagisemua i * t, t 5 r.
oooOooo'

Lamoiran 6

J- BB



I

LAMPIRAN 7

Table. Distribution of Wilk's Lambda A

No. of No. of Sampling distribution for
variables groups multivariate normal data

P=2 g>2 tffi)tf)nr,,r-u:(n-s-r)

p>-L E=3 e#tf)Lo.oo.-,,,,,

tast
Here n = Ln"

e=l

i.8 3



TABLE 1 SlANDABD NORMAL PROBABILITIES
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